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1 Uvod

Vjerojatno jedan od najzanimljivijih slojeva atmosfere je najniži sloj tropo-
sfere, tzv. atmosferski granični sloj (AGS, eng. atmospheric boundary layer),
odnosno sloj u kojem živimo. Sva zbivanja u njemu direktno utječu na čovjeka i
njegove aktivnosti, pa nam je razumijevanje dinamike i termodinamike tog sloja
od velike važnosti. Ovaj rad bavi se jednim njegovim segmentom - katabatičkim
i anabatičkim strujanjem nad uniformnom kosinom. U uvodnom dijelu ukratko
je opisan AGS i navedene karakteristike katabatičkog i anabatičkog strujanja, a
potom su detaljno razrađeni klasični i modificirani Prandtlov model kojima ovdje
opisujemo ta strujanja. Istraživanje energetike klasičnog i modificiranog Prand-
tlovog modela kao cilj ove radnje predstavljen je u drugom poglavlju i pritom je
navedena metoda rada. Dobiveni rezultati za pojedine vrste strujanja prikazani su
u trećem poglavlju i pritom su detaljno diskutirani. Sve je sumirano i zaključeno
četvrtim poglavljem.

1.1 Atmosferski granični sloj

Spomenuti AGS ili planetarni granični sloj (eng. planetary boundary layer) je
donji dio troposfere koji je pod direktnim utjecajem Zemljine površine (ponajprije
mehaničkim i termičkim utjecajem). Varijabilan je u prostoru i vremenu (oko 1 km,
te 1 h i manje; npr. Stull, 1988.). Uz standardne uvjete u atmosferi u umjerenim
geografskim širinama proteže se do otprilike 1 km od podloge, te sadrži ∼ 10 %
mase atmosfere.

Postoji značajan dnevni i godišnji hod debljine AGS-a. U našim izvantrop-
skim širinama je dublji danju i ljeti, a znatno plići i stabilniji noću i zimi. Sukladno
tome, razlikujemo statički nestabilni (konvektivni), neutralni i stabilni stratifici-
rani AGS. Sunčevo zagrijavanje tijekom toplih sunčanih dana destabilizira AGS
i potiče razvoj konvekcije. Pritom AGS može narasti i do nekoliko kilometara
visine. Tijekom mirnih i vedrih noći tlo se hladi i hladnije je od okolnog zraka, pa
nema jakih vertikalnih gibanja i turbulencija je slaba i sporadična. Takav AGS
je statički stabilan (SGS, stabilan granični sloj) i ponekad doseže visinu od samo
nekoliko desetaka metara. Pošto se često formira noću nad kopnom još ga nazi-
vamo i noćni AGS. Osim radijacijskim ohlađivanjem, SGS može nastati i prilikom
advekcije toplijeg zraka nad hladniju površinu (npr. Stull, 1988.).

Iako vjetar uz tlo često noću postaje slab ili iščezava, brzine vjetra na većim
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visinama mogu biti velike. To usko područje pojačanog vjetra u donjoj troposferi,
s maksimumima od 10 − 20 m/s smještenima na 100 − 300 m visine, nazivamo
niskom mlaznom strujom (NMS, eng. low-level jet) ili noćnom mlaznom strujom
(eng. nocturnal jet), obzirom da se javlja tokom noći, a maksimum postiže prije
zore. Jedna od definicija NMS-a kaže da se ona može javiti unutar najnižih 1500
m atmosfere gdje je maksimum brzine vjetra za više od 2 m/s veći od brzine
vjetra iznad njega (npr. Stull, 1988.). Postojanje NMS-a ukazuje na postojanje
značajnog smicanja vjetra.

Iako su efekti viskoznosti u AGS-u dominantni, pripadna dinamika struja-
nja nije direktna posljedica viskoznosti, već činjenice da je atmosfersko strujanje
po prirodi turbulentno. Dok u slobodnoj atmosferi (u ostatku atmosfere iznad
AGS-a) po pretpostavci zanemarujemo turbulenciju, u AGS-u jednadžbe gibanja
moraju uključiti efekte turbulencije. Budući da je AGS gotovo stalno turbulen-
tan, te su nestabilnosti u njemu velike i kontinuirane u vremenu i prostoru, on
je pretežno stohastičke, a ne determinističke prirode. Takve kompleksne procese
termodinamike i utjecaje Zemljine površine u AGS-u teško je opisati analitičkim,
pa čak i numeričkim modelima (npr. Stull, 1988.).

Stohastičku prirodu opisujemo statističkim efektima vrtloga. U razvoju malih
turbulentnih vrtloga ključnu, iako indirektnu, ulogu ima viskoznost i tzv. neprokli-
zavajući donji rubni uvjet (eng. no-slip lower boundary condition), tj. iščezavanje
brzine na čvrstoj podlozi. Posljedica tog rubnog uvjeta jest da i relativno slab
vjetar uzrokuje smicanje blizu površine, što vodi k stvaranju turbulentnih vrtloga.
Osim vrtloga nastalih smicanjem, postoje i konvektivni vrtlozi nastali npr. iža-
ravanjem tla i konvektivnim prijenosom topline u visinu. Ti turbulentni vrtlozi,
za razliku od molekularnih procesa, predstavljaju vrlo efektivan način prijenosa
impulsa prema površini, te topline i vlage s površine. Oni također održavaju ener-
getsku ravnotežu na površini i ravnotežu impulsa. U AGS-u je tako postignuta
ravnoteža strujanja u prvoj aproksimaciji između turbulentnog trenja, Coriolisove
sile i gradijenta tlaka (npr. Grisogono i Belušić, 2008a.).

Smicanje vjetra, koje je osnovni uzrok dinamičkih nestabilnosti, u uvjetima
statički stabilnog zraka može dinamički uzrokovati turbulenciju. Turbulencija dje-
luje ultimativno u smislu disipacije, tj. sama sebe dokida. Njen sustav meha-
nizama pomoću tokova fluida nastoji poništiti uzrok nestabilnosti izjednačavajući
prostorne gradijente u strujanju, te smanjiti smicanje vjetra i na taj način stabilizi-
rati sustav (npr. Grisogono i Belušić, 2008a.). Stabilizacijom sustava turbulencija
općenito slabi.
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1.2 Model katabatičkog strujanja

Linearnim modelima katabatičkog strujanja često su predstavljane glavne ka-
rakteristike nagnutog, statički stabilnog stratificiranog najdonjeg sloja atmosfere.
Prestankom Sunčevog zagrijavanja dolazi do ohlađivanja Zemljine površine. Zrak
uz nagnutu podlogu hladi se brže od zraka koji je na istoj visini, ali dalje od
podloge, što dovodi do negativnog uzgona. Hladniji, gušći i teži zrak spušta se
niz padinu i uzrokuje nastanak katabatičkog strujanja (lijevo na Slici 1). Takvo
strujanje je uobičajena pojava u planinskim područjima (npr. Whiteman, 1990.),
te nad blago nagnutim podlogama poput ledenih površina Grenlanda i Antark-
tike (npr. Klein i sur., 2001.), gdje njihova učestalost doprinosi općoj cirkulaciji
atmosfere (npr. Parish i Bromwich, 1991.).

Tijekom dana, kada Sunce zagrijava padinu, zrak neposredno uz podlogu
postaje topliji, rjeđi i lakši od okolnog zraka na istoj visini, ali podalje od podloge,
te se on počinje uzdizati uz padinu i uzrokuje nastanak anabatičkog vjetra (desno
na Slici 1). Ponekad se duž obronka, gdje se uzdiže topli zrak, formiraju kumulusni
oblaci poznati kao anabatički oblaci. Brost i Wyngaard (1978.) i Mahrt (1981.)
su pokazali da je čak i blagi nagib, oku neprimjetan (∆z/∆x = 0.001 do 0.01),
nad velikim područjem može uzrokovati nastanak katabatičkog strujanja od 1
do 2 m/s. Stoga možemo očekivati katabatičko strujanje gotovo svugdje unutar
nagnutog SGS-a nad kopnom (npr. Stull, 1988.).

Slika 1: Profili perturbiranih potencijalnih temperatura i brzina noćnog
katabatičkog i dnevnog anabatičkog vjetra. Height je visina nad podlogom,
wind je vjetar, downslope wind je silazni vjetar, a upslope wind je uzlazni
vjetar (Whiteman, 2000.).
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Osnovna obilježja "čistog" katabatičkog strujanja su izražena NMS i oštar ver-
tikalni temperaturni gradijent pri podlozi (npr. Grisogono i Oerlemans, 2001a,b;
King i sur., 2001.). S obzirom na to da katabatičko strujanje pokreće termo-
dinamika i da su ekstremne maksimalne brzine strujanja ∼ 20 m/s, bura nije
katabatički vjetar. Naime, njezin glavni pokretač je orografski lom uzgonski va-
lova (uglavnom hidraulika), a ona je relativno hladan, mahovit, na udare oštar
silazni vjetar koji može doseći brzine i do ∼ 50 m/s. Početna teorija da je bura
katabatički vjetar (npr. Yoshino, 1976.; Jurčec, 1981.) može eventualno vrijediti
u početnoj i završnoj fazi kada bura nije jaka ili olujna i ne širi se stotinama
kilometara duž obale (npr. Grisogono i Belušić, 2009.).

SGS je najčešće loše razlučen u mnogim numeričkim prognostičkim i klimat-
skim modelima, pa se katabatička strujanja često moraju parametrizirati u mode-
lima na velikim skalama (npr. Zilitinkevich i sur., 2006.). Čak i nehidrostatički
numerički prognostički modeli s finom rezolucijom imaju poteškoća u modeliranju
tog strujanja. Jednostavan model katabatičkog strujanja predstavlja ravnotežu
produkcije negativnog uzgona, zbog deficita potencijalne temperature na podlozi,
i disipacije turbulentnim tokovima (Prandtl, 1942.; Mahrt, 1982.; Egger, 1990.).
Modeliranje katabatičkog strujanja je dovoljno uspješno samo ako se primijeni
dovoljna vertikalna rezolucija (npr. Renfrew, 2004.). Često problem nastaje već
kod mjerenja katabatičkog strujanja kada se npr. ne može izmjeriti visina NMS-a
jer se ona nalazi oko meteorološkog tornja, no još uvijek prenisko za sodar (eng.
SOnic Detection And Ranging, akustični radar; npr. Renfrew i Anderson, 2006.).

Katabatički tokovi su uvijek prisutni na planinama i kompleksnim terenima
gdje postoji osnovni nagib podloge na nekoj zamjetnoj udaljenosti (Nappo i Rao,
1987.; Oerlemans, 2001.) i utječu na lokalnu i regionalnu klimu tih područja (npr.
van den Broeke i Lipzig, 2003.), na bilancu mase ledenjaka (npr. Munro, 2004.),
na smanjenje i produkciju morskog leda (npr. Barthélemy i sur., 2012.) i energiju
vjetra (npr. Horvath i sur., 2011.). Iako je postignut veliki napredak u razumi-
jevanju i kvantitativnom opisu katabatičkog vjetra, i dalje postoje problemi kod
modeliranja statički stabilnih stratificiranih turbulentih tokova niz padinu zbog
kompleksne orografije i površinske nehomogenosti (npr. Shapiro i Fedorovich,
2008.), te razumijevanja njihove detaljne strukture (npr. Weng i Taylor, 2003.).
Zato je katabatičko i anabatičko strujanje još uvijek bitna tema u mnogim istra-
živanjima (npr. Princevac i Fernando, 2007.; Fedorovich i Shapiro, 2009.; Shapiro
i sur., 2012.; Zardi i Whiteman, 2013.; Grisogono i sur., 2015.).
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1.3 Klasični Prandtlov model

Klasični (originalni) Prandtlov model je relativno jednostavan analitički mo-
del koji opisuje čisto katabatičko strujanje (npr. Mahrt, 1982.; Egger, 1990.;
Parmhed i sur., 2004.). Iako je jednostavan sadrži sve bitne karakteristike kataba-
tičkog strujanja, te omogućuje dobivanje analitičkog rješenja i tumačenja utjecaja
različitih faktora na katabatičko strujanje (npr. Stiperski i sur., 2007). To je prvi
model strujanja nad kosinom (razvijen je 40-tih godina 20.st.) koji je uspješno
opisao razvoj vjetra i temperature nad kosinom, uzimajući u obzir nagib terena i
komponentu sile uzgona niz struju fluida. Njime je, dakle, prikazano jednostavno
katabatičko i anabatičko strujanje formirano nad ohlađenom, odnosno zagrijanom,
uniformnom kosinom. Takvo strujanje odvija se uz pretpostavku ravnoteže između
uzgonske sile i turbulentnog miješanja, koje nastaje kao reakcija na uzgon.

Za opis strujanja koristimo sustav (x’, z’) kojeg dobijemo zakretanjem ho-
rizontalnog koordinatnog sustava (x, z) niz padinu za kut α (kut nagiba između
padine i horizontale). Na Slici 2 je prikazan novi (x’, z’) sustav, početna verti-
kalna os z, smjer djelovanja sile teže, g, ukupna potencijalna temperatura, Θ, i
nagib padine, α, koji je ovdje negativan za katabatička, a pozitivan za anabatička
strujanja.

Slika 2: Zarotirani koordinatni sustav analitičkog modela katabatičkog
strujanja (Kavčič, 2010.; Slika 2.1a)

U sustavu (x, z), u uvjetima dovoljno stabilne i mirne atmosfere (bez osnovnog
vjetra), vrijedi hidrostatička i Boussinesqova aproksimacija. Kut α je mali, pa
u novom (x’, z’) sustavu vrijedi kvazihidrostatička aproksimacija (Mahrt, 1982.),
obzirom da se u oba sustava simultano ne može uvažiti hidrostatička aproksimacija.
Uz to, zanemarujemo ovisnost gibanja, mase i topline o udaljenosti niz ili paralelno
kosini, tj. njihovi gradijenti su okomiti na kosinu. Jednadžbe gibanja, kontinuiteta
i termodinamike u novom sustavu glase:
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∂u

∂t
= g

θ
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sin(α) + ∂

∂z

(
KPr

∂u

∂z

)
(1)

∂w

∂z
= 0 (2)

∂θ

∂t
= −Γ sin(α)u+ ∂

∂z

(
K
∂θ

∂z

)
(3)

Rubni uvjeti su:

θ(z = 0) = C, u(z = 0) = 0, w(z = 0) = 0 (4)

θ(z →∞) = 0, u(z →∞) = 0 (5)

U ovom modelu, (1)-(3), i rubnim uvjetima, (4) i (5), vrijede standardne
oznake: u je komponenta vjetra niz kosinu, w je komponenta vjetra okomita na
kosinu (u z’ smjeru), θ je perturbacija potencijalne temperature (Θ je ukupna
potencijalna temperatura), θ0 je referentna potencijalna temperatura, Γ je kons-
tantni vertikalni gradijent potencijalne temperature u početnom (x, z) sustavu
(Γ = dθ∗/dz ≈ dθ∗/dz′ > 0 u donjoj troposferi za male α, gdje je θ∗ potencijalna
temperatura okoliša, tj. θ∗ = θ0+Γz). Obzirom da vrijednosti nagiba kosine, α, za
uspješno opisivanje katabatičkog strujanja u ovom modelu ne prelaze 10◦, oprav-
dana je pretpostavka korištenja konstantnog gradijenta Γ u početnoj vertikali u
(3). Nadalje, Pr je Prandtlov turbulentni broj, Pr = Km/Kh, gdje je Kh = K

(m2s−1) vrtložna konduktivnost topline (potencijalna temperatura pomnožena s
gustoćom i Cp), odnosno koeficijent turbulentne difuzivnosti za toplinu, a Km

(m2s−1) vrtložna (turbulentna) difuzivnost, g je ubrzanje sile teže (npr. Kavčič,
2010.). Drugi član na desnoj strani u (1) i (3) je član turbulentnog trenja. On
je u ravnoteži s uzgonskim članom (prvi član na desnoj strani u (1)), te članom
koji prikazuje adijabatsko zagrijavanje (za silazno strujanje) odnosno hlađenje (za
uzlazno strujanje; prvi član na desnoj strani u (3)).

Rubni uvjeti pri tlu su da nema vjetra (eng. no slip), te da je perturbacija
potencijalne temperature konstantna i jednaka C, gdje je C negativan za kata-
batička, a pozitivan za anabatička strujanja. Gornji rubni uvjet pokazuje da svi
poremećaji trnu s velikom visinom. Iz rubnog uvjeta w(z = 0) = 0 i jednadžbe
kontinuiteta (2) slijedi da je uvijek w = 0. Važno je da model nema vrlo duboko
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strujanje jer tada pretpostavka korištenja konstantnog gradijenta Γ u početnoj
vertikali ne bi bila opravdana.

Da bi se dobio jednostavan zatvoreni sustav jednadžbi za horizontalno homo-
geni i stacionarni AGS potrebno je pretpostaviti da se turbulentni vrtlozi pona-
šaju kvalitativno slično molekularnoj difuziji, no s koeficijentima razmjene većim
nekoliko redova veličina od onih pri molekularnoj difuziji, pa je perturbacija pro-
porcionalna pripadnom gradijentu srednjeg stanja. Turbulentne tokove impulsa i
topline parametriziramo na sljedeći način:

u′w′ = −Km
∂ū

∂z
(6)

θ′w′ = −Kh
∂θ̄

∂z
(7)

Ova shema zatvaranja jednadžbi (6) i (7) AGS-a naziva se K-teorija (npr. Holton,
2004.).

Pretpostavimo li stacionarnost klasičnog modela, tada lijeva strana u (1) i
(3) postaje nula, a ravnoteža je određena balansom između negativnog uzgona i
turbulentnog trenja (desna strana u (1)), te vertikalnog temperaturnog gradijenta,
odnosno adijabatičkog zagrijavanja/hlađenja i turbulentne razmjene temperature
(desna strana u (3)). Rješenja stacionarnog Prandtlovog modela, (u, θ) = (u0, θ0),
uz dane pretpostavke i rubne uvjete su matematički slična onima za Ekmanov sloj
i glase:

u0(z) = −Cµ exp
(
− z

hp

)
sin

(
z

hp

)
(8)

θ0(z) = C exp
(
− z

hp

)
cos

(
z

hp

)
(9)

pri čemu vrijedi:

hp =
(

4K2Pr

N2 sin2(α)

)1/4

, σ =
(
N sin(α)
KPr1/2

)1/2

, µ =
(

g

θ0ΓPr

)1/2
(10)

gdje je hp =
√

2
σ

karakteristična visina Prandtlovog sloja, σ je pripadni karakteris-
tični "valni broj", a N2 = Γg

θ0
je kvadrat uzgonske frekvencije. Iz ovih stacionarnih
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rješenja za brzinu vjetra i temperaturu može se izračunati visina, hj = hpπ/4, i
maksimalna brzina NMS-a. Tu, u samom "nosu" NMS-a nema smicanja. Iz (10)
zaključujemo da je dubina Prandtlovog sloja, hp, veća što je jača turbulentna di-
fuzija (veći K) i slabija stratifikacija atmosfere (manji N2). Također uočavamo
da su nagnutiji granični slojevi relativno plići. Konačne perturbacije potencijalne
temperature i vjetra, (8) i (9), su izravno proporcionalne površinskom deficitu po-
tencijalne temperature C, što znači da jače ohlađivanje tla uzrokuje jaču prizemnu
plitku inverziju i pripadno silazno strujanje. Maksimum brzine tog strujanja će
biti veći što je slabija stratifikacija atmosfere i on neće ovisiti o nagibu terena, kao
što će o njemu ovisiti visina maksimuma, hj ∼ sin−1/2(α).

Za anabatički vjetar postupak i rješenja su analogna ovima za katabatički
vjetar, no u tom slučaju je C > 0 i α > 0, a dobiveni profili u0(z) i θ0(z) nisu
simetrični, te su dublji i izglađeniji nego u katabatičkom strujanju (K je puno
veći). Uzrok tome je što u anabatičkom strujanju termodinamika nije simetrična,
odnosno reverzibilna, i sila teža koči uzlazno strujanje obronka unatoč pozitivnom
uzgonu.
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1.4 Modificirani Prandtlov model

Jedan od glavnih nedostataka većine analitičkih modela katabatičkog struja-
nja je pretpostavljena linearnost i zadane konstante vrtložne difuzivnosti i konduk-
tivnosti topline kako bi se olakšalo matematičko računanje. Ograničenje vezano za
linearnost možemo poboljšati uvodeći blagu nelinearnost u model pomoću malog
parametra ε, dok umjesto konstantnog koeficijenta vrtložne difuzivnosti uzimamo
sporo varirajućiK = K(z). Analitička rješenja s varijabilnimK(z) mogu se izvesti
pomoću WKB metode (npr. Grisogono i Oerlemans, 2001a,b, 2002.).

1.4.1 Blago nelinearni Prandtlov model s konstantnom turbulentnom
difuzivnosti

Vrlo jak vertikalni gradijent potencijalne temperature uz samu površinu pa-
dine često je zanemaren u linearnim analitičkim, klimatskim, pa čak i u nume-
ričkim prognostičkim modelima (npr. Svensson i Holtslag, 2009.; Nikulin i sur.,
2011.; Chow i sur., 2013.). Unatoč tome što izazvani temperaturni gradijent ispod
katabatičkog NMS-a može biti 20, pa čak i 50 puta veći od temperaturnog gradi-
jenta okoline (npr. Grisogono i Oerlemans, 2001a; Oerlemans, 2001.; Grisogono i
Axelsen, 2012.), analitički katabatički vjetar uz podlogu ne osjeća brzu prilagodbu
temperaturnog profila nakon početnog diskontinuiteta potencijalne temperature,
ako se u obzir uzima i vrijeme razvoja (npr. Grisogono, 2003.). Dodavanjem člana
ε∂θ
∂z

članu Γ u jednadžbi termodinamike uvodi se u model blaga nelinearnost i na
taj način uvažava jaki površinski gradijent potencijalne temperature u profilima
temperature i vjetra (npr. Grisogono i sur., 2015.).

Za uvođenje blage nelinearnosti korištena je regularna perturbativna metoda,
koja se koristi za pronalaženje približnih rješenja u nelinearnim sustavima (Bender
i Orszag, 1978.). Jednadžbe u modificiranom, blago nelinearnom Prandtlovom
modelu u stacionarnom stanju glase:

0 = g
θ

θ0
sin(α) +KPr

∂2u

∂z2 (11)

0 = −
(

Γ + ε
∂θ

∂z

)
sin(α)u+K

∂2θ

∂z2 (12)

Spomenute veličine su iste kao u klasičnom Prandtlovom modelu. Jedina razlika
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jest spomenuti novi član u jednadžbi termodinamike, ε∂θ
∂z
, koji regulira nelinear-

nost pomoću malog parametra za kojeg vrijedi 0 ≤ ε � 1. Član ∂θ
∂z

povećava
advekciju potencijalne temperature duž padine koju neutralizira parametrizacija
turbulentnog miješanja. Sličan slučaj je kod zmorca (Gutman, 1972.) gdje se
brzina vjetra razvija linearno, a potencijalna temperatura nelinearno zbog inte-
rakcije s brzinom vjetra. Uz to vrijedi Γ � ∂θ

∂z
u blizini (z ∼ hj) i ispod (z ≤ hj)

NMS-a.

Ukupna potencijalna temperatura i u komponenta brzine vjetra razvijene su
u regularnoj perturbativnoj analizi kao:

utot = u0 + εu1 + ε2u2 + ... (13)

θtot = θ0 + εθ1 + ε2θ2 + ... (14)

gdje su u0 i θ0 varijable nultnog reda, tj. rješenja stacionarnog klasičnog Pran-
dtlovog modela, a εu1 i εθ1 su varijable prvog reda korekcije; u ovom slučaju
predstavljaju blagu nelinearnost uključenu u model. Ostali članovi predstavljaju
korekcije višeg reda, no njih zbog jednostavnosti nećemo uzimati u obzir (npr.
Grisogono i sur., 2015.). Rubni uvjeti uobičajeni za Prandtlov model su:

θtot(z = 0) = C, utot(z = 0) = 0, (15)

θtot(z →∞) = 0, utot(z →∞) = 0 (16)

Obzirom da za u0 i θ0 vrijede rubni uvjeti (4) i (5) za stacionaran slučaj, mora
biti zadovoljeno sljedeće:

θ1(z = 0) = 0, u1(z = 0) = 0, (17)

θ1(z →∞) = 0, u1(z →∞) = 0. (18)

U jednadžbe (11) i (12), na mjesta u i θ, uvrštavaju se utot i θtot, (13) i (14). Pošto
je sustav već riješen za ε0 (izrazi (8) i (9)), a članovi višeg reda se zanemaruju,
uzimaju se samo članovi uz ε1, te dobiva:

0 = g
θ1

θ0
sin(α) +KPr

∂2u1

∂z2 (19)

10



0 = −
(

Γu1 + ∂θ0

∂z
u0

)
sin(α) +K

∂2θ1

∂z2 (20)

Traže se rješenja sustava, u1 i θ1. Izraz za θ1, dobiven iz (19), uvrsti se u (20),
a izraz za u1, dobiven iz (20), uvrsti se u (19). Dobivene dvije diferencijalne
jednadžbe četvrtog reda za u1 i θ1 predstavljaju tjerani prigušeni oscilator:

∂4u1

∂z4 + u1
gΓ sin2(α)
θ0PrK2 = −g sin2(α)

θ0PrK2 u0
∂θ0

∂z
(21)

∂4θ1

∂z4 + θ1
gΓ sin2(α)
θ0PrK2 = g sin(α)

K

∂2

∂z2

(
u0
∂θ0

∂z

)
(22)

Obzirom da u1 i θ1 ovise samo o visini z, parcijalne derivacije se zamjenjuju običnim
derivacijama, a jednadžbe potom rješavaju metodom neodređenih koeficijenata.
Detaljan postupak nalazi se u Jurlina (2013.). Konačna rješenja su:

(23)u1(z) = uA exp
(
− z

hp

)[
−1

3 sin
(
z

hp

)
+ 2

15 cos
(
z

hp

)]

+ uA exp
(
−2z
hp

)[
− 1

30 cos
(

2z
hp

)
+ 1

30 sin
(

2z
hp

)
− 1

10

]

(24)θ1(z) = θA exp
(
− z

hp

)[
− 1

15 sin
(
z

hp

)
− 1

6 cos
(
z

hp

)]

+ θA exp
(
−2z
hp

)[
1
15 sin

(
2z
hp

)
+ 1

15 cos
(

2z
hp

)
+ 1

10

]

gdje su amplitude rješenja uA = C2µ
hpΓ i θA = hpC2µ sin(α)

K
. Članovi uz exp

(
− z
hp

)
potječu od homogenog, a oni uz exp

(
− 2z
hp

)
od partikularnog dijela rješenja.

Slike 3 i 4 prikazuju tipične katabatičke profile brzine vjetra i perturbirane
potencijalne temperature, za linearna (u0 i θ0) i modificirana rješenja (utot i θtot).
Cilj ovih prikaza bio je odrediti prihvatljivu vrijednost parametra ε. Obje slike
ukazuju da je gornji limit vrijednosti tog parametra, u kontekstu jednostavnog
katabatičkog strujanja, max(ε) = 0.01. Za parametre veće od toga blaga neline-
arnost postaje jaka, što nije u skladu s početnom pretpostavkom. Jakost inverzije
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se ne bi smjela gotovo udvostručiti uvođenjem blage nelinearnosti u odnosu na li-
nearno stanje (Slika 4), a statički nestabilan sloj iznad glavnine strujanja (u ovom
slučaju z ≥ 25 m) ne bi trebao biti pretjerano nestabilan (Grisogono i sur., 2015.).
Isto tako modificirana brzina se ne bi smjela jako razlikovati od originalne, a na
Slici 3 vidimo da se maksimalna brzina već za ε = 0.02 smanji tri puta, a za
veće iznose ε čak promijeni smjer. Stoga realistično katabatičko strujanje pos-
toji za 0 ≤ ε < 0.01, pa ostale profile modificiranog rješenja treba odbaciti (npr.
Grisogono i sur., 2015.).

Slika 3: Profili brzina katabatičkog vjetra za različite parametre ε. Ostali
ulazni parametri su K = konst = 0.06 m2s−1, Pr = 2, α = -5◦, θ0 = 273.14
K, Γ = 3 K km−1, C = -6 ◦C. (Grisogono i sur., 2015.; Slika 1.)
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Slika 4: Profili perturbiranih potencijalnih temperatura katabatičkog vje-
tra za različite parametre ε. Ostali ulazni parametri su kao na Slici 3.
(Grisogono i sur., 2015.; Slika 2.)

Usporedimo li modificiranu brzinu i potencijalnu temperaturu za ε = 0.01
s originalnim (Slike 3 i 4), vidimo da su kod brzine veća odstupanja modificira-
nog, utot(z), od originalnog rješenja, u0(z), nego što je to slučaj kod potencijalne
temperature, θtot(z) od θ0(z). Kod modificirane brzine vjetra je prizemni gradi-
jent manji od onog kod originalne brzine, maksimalna brzina NMS-a je manja za
oko 2 m/s, a manja je i njena visina (hj,0 = 10.05 m, a hj,tot = 8.22 m), koja se
numerički dobije iz uvjeta da nema smicanja vjetra (∂u/∂z = 0). Za razliku od
brzine, prizemni gradijent modificirane potencijalne temperature je veći od onog
kod originalne. Krivulje rješenja modificiranih brzina i potencijalnih temperatura
za ε < 0.01 nalaze se između originalne krivulje i one modificirane za ε = 0.01.

Kako u jednadžbi termodinamike u modificiranom Prandtlovom modelu (12)
uvođenje blage nelinearnost ne bi dovelo do promjene prirode odgovarajućeg kla-
sičnog rješenja mijenjajući predznak zagrade, mora biti zadovoljena relacija:

Γ + ε
∂θ0

∂z
≥ 0 (25)

Prosječna vrijednost gradijenta totalne potencijalne temperature ne smije promi-
jeniti predznak, čime je ograničena vrijednost maksimalno dozvoljenog parametra
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ε, te mora vrijediti:

Γ > max (ε)
∣∣∣∣∣
〈
∂θ0

∂z

〉∣∣∣∣∣ , (26)

gdje je
〈
∂θ0
∂z

〉
prosječna vrijednost, a apsolutna vrijednost od toga je uzeta kako

bi ovo ograničenje bilo podjednako ispunjeno i za katabatičko i za anabatičko
strujanje (npr. Grisogono i sur., 2015.). Van den Broeke (1997a, 1997b) je u svom
radu kao izvor prisile katabatičkog strujanja uzeo glavninu prosječnog površinskog
deficita potencijalne temperature, C/2, te dobio da je

∣∣∣〈∂θ0
∂z

〉∣∣∣ = |C|
2hp

. Stoga vrijedi
da je:

max (ε) < 2Γhp
|C|

. (27)

Za ulazne parametre Γ = 3 K km−1, C = -6 ◦C, hp = 20 m, dobivamo max (ε) <
0.02. Uzmemo li u obzir prethodno komentirane Slike 3 i 4 možemo postrožiti
kriterij, te smanjiti raspon od ε na 0 ≤ ε < 0.01. Kao prosjek tog "katabatičkog
raspona" najčešće uzimamo ε = 0.005 (npr. Grisogono i sur., 2015.).
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1.4.2 Blago nelinearni Prandtlov model s varijabilnom turbulentnom
difuzivnosti

Nastojeći što bolje opisati stvarno katabatičko strujanje, u modificirani Pran-
dtlov model, umjesto konstantnog, uvodi se varijabilni koeficijent turbulentne di-
fuzivnosti, K = K(z). Analitička rješenja (u1 i θ1) s varijabilnim K(z) izvode se
pomoću WKB metode nultog reda (Grisogono i Oerlemans, 2001a,b, 2002.), koja
daje asimptotička analitička rješenja singularno perturbiranog problema (Berger
i Grisogono, 1998.). Posljedica ove WKB aproksimacije jest da konačna rješenja
više nisu strogo periodičke funckije jer argument eksponencijalnih i trigonometrij-
skih funkcija postaje integralna funkcija I(z). Iako može biti definirana na razne
načine, da bi metoda bila valjana, nužno je da funkcija K(z) bude sporo vari-
rajuća. Jedna od definicija je (npr. Grisogono i Oerlemans, 2001b; Jeričević i
Večenaj, 2009.; Jeričević i suradnici, 2010.):

K(z) = K0
z

h
exp

(
− z2

2h2

)
+Kmin, (28)

gdje je h visina maksimalne vrijednosti profila K(z), te mora biti veća od karak-
teristične duljine (visine) na kojoj značajno variraju tražena rješenja. Maksimum
na visini z = h je K(z) = K0 exp (−1/2). Da bi se izbjegla eventualna dijelje-
nja s nulom, vrijednosti K(z) je dodana mala konstanta turbulentne difuzivnosti,
Kmin, najčešće deset puta veća od molekularne difuzivnosti za zrak (npr. Sun i
sur., 2013.).

Kreće se od istog sustava jednadžbi kao i u klasičnom Prandtlovom modelu
(izrazi (1) i (3)), s tim da je K = K(z) umjesto K = konst. U dobivenim diferen-
cijalnim jednadžbama četvrtog reda za u(z) i θ(z) (npr. Parmhed i sur., 2004.)
zanemare se članovi uz d2θ

dz2 i dθ
dz

jer se radi o WKB metodi nultog reda, kao i čla-
novi uz d3θ

dz3 jer su derivacije višeg reda zanemarive u ovoj aproksimaciji. Krajnje
jednadžbe razlikuju se od onih u klasičnom Prandtlovom modelu samo u sporo
varirajućoj funkciji K(z):

d4u

dz4 +N2 sin2(α)
PrK(z)2u = 0 (29)

d4θ

dz4 +N2 sin2(α)
PrK(z)2 θ = 0. (30)
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Korištenjem uobičajenih rubnih uvjeta ovog modela (izrazi (4) i (5)) dobivena su
rješenja diferencijalnih jednadžbi za u0 i θ0 WKB metodom:

u0,WKB(z) = −Cµ exp [−I(z)] sin [I(z)] , (31)

θ0,WKB(z) = C exp [−I(z)] cos [I(z)] , (32)

pri čemu je

I(z) =
(
σ0

2

) 1
2
∫ z

0
K (z)−

1
2 dz, σ2

0 = gΓ sin(α)
θ0Pr

. (33)

Struktura rješenja (31) i (32) jednaka je onima u klasičnom Prandtlovom modelu
(izrazi (8) i (9); npr. Grisogono, 1995.; Grisogono i Oerlemans, 2001a,b, 2002.),
amplituda ostaje konstantna, dok faza prelazi u integralni oblik.

I u ovom slučaju može se uvesti u model blaga nelinearnost, na isti način
kao i za slučaj K = konst, dodajući članu Γ blago nelinearan član ε∂θ

∂z
. Polazne

jednadžbe su analogne jednadžbama (11) i (12), s tim da je K = K(z). Ukupna
rješenja WKB metode za u komponentu brzine vjetra i potencijalnu temperaturu
razviju se u red, zadržavajući se na članovima prvog reda razvoja:

utot,WKB(z) = u0,WKB(z) + εu1,WKB(z) (34)

θtot,WKB(z) = θ0,WKB(z) + εθ1,WKB(z). (35)

Izrazi za utot,WKB i θtot,WKB uvrste se na mjesta u i θ u jednadžbama (11) i (12).
Pošto je sustav uz ε0 riješen, (31) i (32), uzimaju se samo članovi uz ε1, pa dobiveni
sustav glasi:

0 = g
θ1,WKB

θ0
sin(α) +KPr

d2u1,WKB

dz2 (36)

0 = −
(

Γu1,WKB + dθ0,WKB

dz
u0,WKB

)
sin(α) +K

d2θ1,WKB

dz2 (37)

Nepoznanice ovog sustava su u1,WKB i θ1,WKB. Iz (36) dobije se izraz za
θ1,WKB i uvrsti u (37), a iz (37) se dobije izraz za u1,WKB i uvrsti u (36), te
tako dobiju dvije diferencijalne jednadžbe četvrtog reda za u1,WKB i θ1,WKB. Za-
nemarivanjem članova uz d2θ

dz2 , dθ
dz

i d3θ
dz3 , kao u linearnom slučaju, dobiju se dvije

nehomogene diferencijalne jednadžbe četvrtog reda koje predstavljaju tjerani pri-
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gušeni oscilator:

d4u1,WKB

dz4 +N2 sin2(α)
PrK(z)2u1,WKB = − g sin2(α)

θ0K(z)2Pr
u0,WKB

dθ0,WKB

dz
, (38)

d4θ1,WKB

dz4 +N2 sin2(α)
PrK(z)2 θ1,WKB = sin(α)

K(z)
d2

dz2

(
u0,WKB

dθ0,WKB

dz

)
. (39)

Kvalitativno gledajući, za katabatička strujanja (α < 0) desna strana prisile u
gornjim jednadžbama ukazuje na uglavnom pozitivan doprinos za θ1,WKB i uglav-
nom negativan za u1,WKB, dok je za anabatička strujanja (α > 0) obrnuto. Iz
rubnih uvjeta uobičajenih za Prandtlov model, (15) i (16), te onih za stacionarni
slučaj, (4) i (5), slijedi da je:

θ1,WKB(z = 0) = 0, u1,WKB(z = 0) = 0, (40)

θ1,WKB(z →∞) = 0, u1,WKB(z →∞) = 0 (41)

Korištenjem tih rubnih uvjeta, te rješenja WKB metode za linearni slučaj, na-
kon duljeg računanja dobiju se rješanja za u1,WKB i θ1,WKB (npr. Jurlina, 2013.;
Grisogono i sur., 2015.):

(42)u1,WKB(z) = uA,WKB exp [−I(z)]
{
−1

3 sin [I(z)] + 2
15 cos [I(z)]

}
+ uA,WKB exp [−2I(z)]

{
− 1

30 cos [2I(z)] + 1
30 sin [2I(z)]− 1

10

}
,

(43)θ1,WKB(z) = θA,WKB exp [−I(z)]
{
− 1

15 sin [I(z)]− 1
6 cos [I(z)]

}
+ θA,WKB exp [−2I(z)]

{ 1
15 sin [2I(z)] + 1

15 cos [2I(z)] + 1
10

}
,

gdje amplitude rješenja više nisu konstante kao prije, već iznose:

uA,WKB =
(
σ0

2

) 1
2
C2µ

ΓK (z)−
1
2 , (44)

θA,WKB =
( 2
σ0

) 1
2
C2µ sin(α)K (z)−

1
2 . (45)
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Ukupna rješenja za blago nelinearni Prandtlov model sa sporo varirajućom turbu-
lentnom difuzivnosti računaju se prema (34) i (35).

1.4.3 Katabatičko i anabatičko strujanje

Sva spomenuta rješenja grafički su objedinjena na Slici 5. Prikazani su profili
perturbiranih potencijalnih temperatura i brzina katabatičkog vjetra za klasični
linearni, (u, θ)0, i blago nelinearni slučaj, (u, θ)tot, uz K = konst, te za linearni
WKB, (u, θ)0,WKB, i blago nelinearni WKB slučaj, (u, θ)tot,WKB, uz K = K(z)
kao u relaciji (28). Profil funkcije K(z) ima maksimum na visini od h = 30 m i
iznosi 0.3 m2s−1.

Slika 5: Profili perturbiranih potencijalnih temperatura i brzina katabatič-
kog vjetra za klasični linearni, (u, θ)0, i blago nelinearni slučaj, (u, θ)tot, uz
K = konst = 0.06 m2s−1, crtkane krivulje, te za linearni WKB, (u, θ)0,WKB,
i blago nelinearni WKB slučaj, (u, θ)tot,WKB, uz K = K(z) kao u (28),
pune krivulje. Parametar ε = 0.005, a ostali ulazni parametri su kao na
Slici 3 (Grisogono i sur., 2015.; Slika 3.).

Na Slici 5 je vidljivo da je najmanji prizemni gradijent potencijalne tempera-
ture onaj za klasični linearni slučaj, a najveći je za blago nelinearni WKB slučaj,
dok je kod brzine najmanji prizemni gradijent za blago nelinearni slučaj, a najveći
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za linearni WKB slučaj. Oba WKB rješenja za potencijalnu temperaturu, θ0,WKB

i θtot,WKB, imaju veći prizemni gradijent od rješenja za slučajeve s K = konst, θ0

i θtot, što je i očekivano. Isto je i kod brzine, WKB rješenja, u0,WKB i utot,WKB,
imaju veći prizemni gradijent od rješenja za slučajeve s K = konst, u0 i utot. Kod
WKB rješenja maksimum NMS-a je na manjoj visini nego kod rješenja za K =
konst, te dostiže gotovo 5 m/s (u0,WKB), odnosno 4 m/s (utot,WKB), što znači da
je NMS umjereno jaka. Visina maksimuma je blizu površine ( ≈ 6 m) i nalazi se
unutar najveće prizemne temperaturne inverzije od ≈ 5 K/(10 m), što znači da
blago nelinearno WKB rješenje opisuje katabatički vjetar unutar jako stabilnog
stratificiranog sloja.

Na Slici 6 prikazani su profili perturbiranih potencijalnih temperatura i brzina
anabatičkog vjetra za klasični linearni, (u, θ)0, i blago nelinearni slučaj, (u, θ)tot,
uz K = konst, te za linearni WKB, (u, θ)0,WKB, i blago nelinearni WKB slučaj,
(u, θ)tot,WKB, uz K = K(z) kao u (28).

Slika 6: Profili perturbiranih potencijalnih temperatura i brzina anabatič-
kog vjetra za klasični linearni, (u, θ)0, i blago nelinearni slučaj, (u, θ)tot, uz
K = konst = 3 m2s−1, crtkane krivulje, te za linearni WKB, (u, θ)0,WKB, i
blago nelinearni WKB slučaj, (u, θ)tot,WKB, uz K = K(z) kao u (28), pune
krivulje. Parametar ε = 0.03, α = 5◦, C = 6 ◦C, a ostali ulazni parametri
su kao na Slici 3 (Grisogono i sur., 2015.; Slika 4.).
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Anabatičko strujanje se odvija u dubljem sloju nego katabatičko strujanje.
Pošto je zrak uz podlogu topliji od zraka na istoj visini podalje od podloge, poten-
cijalna temperatura u anabatičkom strujanju početno opada s visinom, a inverzija
nastupa iznad hp (∼ K1/2), što je na nekoliko puta većoj visini nego kod katabatič-
kog strujanja. To direktno zahtjeva da parametar ε za anabatički blago nelinearni
model mora biti nekoliko puta veći od onog za katabatičko strujanje. U ovom
slučaju je α = 5◦ i C=6 ◦C, pa i vrijednost K mora biti veća, a time i visina hp
(npr. Grisogono i sur., 2015.). Profil funkcije K(z) ima maksimum na visini od h
= 75 m i iznosi 6 m2s−1.

Na Slici 6 također se može uočiti da potencijalna temperatura u anabatičkom
strujanju puno brže opada u linearnom i blago nelinearnom WKB slučaju, nego
u slučaju za K = konst, te brže opada u blago nelinearnim slučajevima nego u
linearnim, zaK = konst iK = K(z). Kod brzine u anabatičkom strujanju linearna
rješenja daju oko 15 do čak 20 % slabiju NMS od blago nelinearnih rješenja, za K
= konst i K = K(z). Dakle, blago nelinearni WKB slučaj daje jaču NMS i ona se
nalazi unutar statički nestabilnijeg (konvektivnog) AGS-a od klasičnog linearnog
Prandtlovog slučaja za anabatičko strujanje. To može imati pozitivan učinak na
potencijalnu procjenu energije vjetra, gdje čak promjene u brzini vjetra s 4 m/s na
5 m/s mogu udvostručiti potencijalnu snagu vjetra (npr. Grisogono i sur., 2015.).

Uspoređujući s klasičnim Prandtlovim rješenjem, blago nelinearna WKB me-
toda daje intenzivniju dnevnu dolinsku ventilaciju putem anabatičkog strujanja
i slabiju noćnu putem katabatičkog strujanja (npr. Grisogono i sur., 2015.). To
je kvalitativno u skladu s tvrdnjom da je noćni silazni ili planinski vjetar slabiji
od dnevnog, termalno tjeranog, uzlaznog ili dolinskog vjetra (npr. Nadeau i sur.,
2013.). To je vidljivo i na Slici 1 (Whiteman, 2000.).

20



2 Cilj i metoda rada

Energetika Prandtlovog modela

Nakon što smo objasnili osobine korištenih modela, možemo se posvetiti ci-
lju rada. Cilj ove radnje je istražiti energetiku katabatičkog i anabatičkog stru-
janja u konceptu kinetičke, potencijalne i totalne energije u linearnom i blago
nelinearnom Prandtlovom modelu. Ukupnu energiju sustava čine energija okolne
atmosfere, energija srednjeg strujanja nad kosinom, te energija perturbacije turbu-
lentnog strujanja. Srednje strujanje i perturbacija turbulentnog strujanja zajedno
predstavljaju odstupanje od pozadinskog stanja atmosfere, a posljedica su kata-
batičkog, odnosno anabatičkog strujanja. U konceptu totalne turbulentne energije
u Mauritsen i sur. (2007.) kinetička energija je definirana kao veličina proporci-
onalna kvadratu perturbacije brzine turbulentnog strujanja, a potencijalna ener-
gija kao veličina proporcionalna kvadratu perturbacije turbulentne potencijalne
temperature. Za razliku od Mauritsen i sur. (2007.) gdje se promatrao samo
turbulentni dio strujanja, u ovom radu će se promatrati totalna energija kao suma
kinetičke energije, koja je proporcionalna kvadratu brzine srednjeg strujanja, i
potencijalne energije, koja je proporcionalna kvadratu srednje potencijalne tem-
perature. U Smith i Skyllingstad (2005.) kinetička energija je definirana kao u
ovom radu, dok je potencijalna energija definirana kao linearna funkcija visine nad
kosinom i perturbacije temperature.

Brzina vjetra u smjeru niz kosinu i potencijalna temperatura mogu se rastaviti
na tri komponente: u = u∗ + ū + u′ i θ = θ∗ + θ̄ + θ′, gdje je u∗ = 0, tj. nema
strujanja u okolnoj atmosferi, a θ∗ = θ0 + Γz je potencijalna temperatura okoliša,
spomenuta u potpoglavlju 1.3. Nadalje, ū i θ̄ su komponente brzine i potencijalne
temperature srednjeg strujanja, a u′ i θ′ su pripadne perturbacije turbulentnog
strujanja, u smislu Reynoldsovog usrednjavanja. Uzimajući u obzir samo srednje
stanje, sustav jednadžbi u modificiranom Prandtlovom modelu glasi:

∂ū

∂t
= g

θ̄

θ0
sin(α) +KPr

∂2ū

∂z2 , (46)

∂θ̄

∂t
= −

(
Γ + ε

∂θ̄

∂z

)
sin(α)ū+K

∂2θ̄

∂z2 , (47)

gdje su sve oznake kao i u prethodnom poglavlju. Jednadžbu (46) pomnožimo s
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ū, a jednadžbu (47) s aθ̄, gdje je a ≡ g
θ0Γ , dimenzije m2s−2K−2, te dobijemo:

1
2
∂ū2

∂t
= g

θ̄

θ0
ū sin(α) +KPrū

∂2ū

∂z2 (48)

1
2
∂(aθ̄2)
∂t

= −g θ̄
θ0
ū sin(α)− aε sin(α)

[
ūθ̄
∂θ̄

∂z

]
+Kaθ̄

∂2θ̄

∂z2 (49)

Zadnje članove u jednadžbama (48) i (49) raspišemo kao:

Prū
∂2ū

∂z2 = ∂2(Prū2)
∂z2 − Pr

(
∂ū

∂z

)2
, aθ̄

∂2θ̄

∂z2 = ∂2(aθ̄2)
∂z2 − a

(
∂θ̄

∂z

)2

, (50)

Zbrojimo li jednadžbe (48) i (49), prvi članovi s desne strane se dokinu (tzv.
članovi konverzije), a ostale grupiramo, uzimajući u obzir raspis (50), te dobijemo:

∂

∂t

(
ū2 + aθ̄2

2

)
= K

∂2

∂z2

(
Prū2 + aθ̄2

2

)
−K

Pr(∂ū
∂z

)2
+ a

(
∂θ̄

∂z

)2
−aε sin(α)

(
ūθ̄
∂θ̄

∂z

)
(51)

Lijeva strana jednadžbe (51) predstavlja lokalnu promjenu zbroja kinetičke ener-
gije, KE = (ū2)/2, i potencijalne energije, PE = (aθ̄2)/2, po jedinici mase, što
predstavlja lokalnu promjenu ukupne (totalne, TE) energije srednjeg strujanja nad
kosinom. Prvi član na desnoj strani je član turbulentne difuzivnosti (DIF), drugi
član predstavlja disipaciju energije sustava (DIS), a treći član predstavlja inte-
rakciju strujanja nad kosinom s okolnom atmosferom (INT). Obzirom da u sebi
sadrži ε, član interakcije iščezava za linearne slučajeve (ε = 0). Dakle, za blago
nelinearan model vrijedi:

∂

∂t
(TE) = DIF −DIS − INT (52)

Član DIF u (52) difuzira energiju (danu u obliku perturbacije temperature) od
podloge, DIS je po sebi striktno pozitivno definitna veličina i guši energiju, a INT
je triplet produkt varijabli strujanja što opisuje međudjelovanje profila potencijalne
temperature, pripadnog gradijenta i uzrokovane struje zraka.

Iako su u Grisogono i sur. (2015.) za stacionaran slučaj strujanja dobivena li-
nearna i nelinearna rješenja za slučajeve s konstantnim i varijabilnim koeficijentom
turbulentne difuzivnosti, zbog velike osjetljivosti raspodjele energije na formulaciju
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K(z) i jake nestacionarnosti čak i za linearan slučaj, u ovom će se radu proma-
trati samo rješenja za slučaj s konstantnim koeficijentom turbulentne difuzivnosti.
U jednadžbu (51), na mjesta ū i θ̄ (u daljnjem tekstu, zbog jednostavnosti, u i
θ), uvrštavat će se dobivena linearna, (8) i (9), i nelinearna rješenja, (23) i (24),
koja će se umjesto dosadašnjih oznaka u0, θ0, u1, θ1, radi lakšeg praćenja teksta,
označavati redom ulin, θlin, unelin, θnelin. Promatrat će se osjetljivost rješenja na
promjene iznosa Prandtlovog broja Pr, nagiba kosine α, te parametra nelinear-
nosti ε. Napravit će se ansambl rješenja mijenjajući osnovne iznose veličina Pr,
α i ε za ± 25 % i na taj način dobiti 9 rješenja za linearna, te 27 rješenja za neli-
nearna katabatička i anabatička strujanja. Osnovne vrijednosti tih veličina, kao i
ostali parametri modela su kao u Grisogono i sur. (2015.): Pr = 2, α = -0.1 rad,
ε = 0.005/0.03 (katabatičko/anabatičko strujanje); θ0 = 273.2 K, Γ = 3 K km−1,
K = konst = 0.03/3.0 m2s−1 i C = -6/+6 ◦C (katabatičko/anabatičko strujanje).
Prikazat će se vertikalni profili svakog pojedinog člana na desnoj strani jednadžbe
(51), kao i njihova razlika koja je jednaka lijevoj strani jednadžbe, odnosno lokal-
noj promjeni totalne energije. Pretpostavka je da je model stacionaran, pa lijeva
strana jednadžbe (51) mora biti jednaka nuli.

Jednadžba (51) rješava se numerički. Metode konačnih razlika (eng. finite
difference methods) se svode na diskretizaciju koja omogućava rješavanje diferenci-
jalnih i parcijalnih diferencijalnih jednadžbi na način da se sve prisutne derivacije
u njima aproksimiraju konačnim razlikama (npr. Grossmann i sur., 2007.). Pos-
toje tri osnovne sheme konačnih razlika: razlike unaprijed, razlike unatrag, te
centralne razlike. Prve dvije osnovne sheme su prvog reda točnosti, O(h), dok su
centralne razlike drugog reda točnosti, O(h2), što znači da im je lokalna pogreška
diskretizacije za jedan red manja nego kod ostalih dviju shema, i time daju, u
principu, točniju aproksimaciju. Raspis shema je sljedeći:

Razlike unatrag :
(
∂u

∂z

)
j

= uj − uj−1

∆z +O(h)

Razlike unaprijed :
(
∂u

∂z

)
j

= uj+1 − uj
∆z +O(h)

Centralne razlike :
(
∂u

∂z

)
j

= uj+1 − uj−1

2∆z +O(h2)

gdje je uobičajena oznaka uj = u(xj), a h je "korak" sheme. Centralne razlike
su u stvari aritmetička sredina razlika unaprijed i unatrag. Prikazujući grafički
vertikalne profile pojedinih članova iz (51) za sve tri sheme uviđeno je da to vri-
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jedi i za ovaj slučaj, pa je za prikaz svih rezultata izabrana općenito najtočnija
shema centralnih razlika. Druga derivacija aproksimira se centralnim razlikama
na sljedeći način:

(
∂2u

∂z2

)
j

= uj+1 − 2uj + uj−1

(∆z)2 +O(h2) (53)

Navedene sheme su često korištene i mogu se naći u Morton (1996.), Durran
(1999.), Roos i sur. (2008.).

24



3 Rezultati i diskusija

3.1 Katabatičko strujanje

3.1.1 Linearan slučaj

Na Slici 7A prikazani su vertikalni profili potencijalne temperature θlin i
brzine ulin za linearan slučaj katabatičkog strujanja za osnovne vrijednosti para-
metara (Pr = 2, α = -0.1 rad). Porast θlin u prvih ∼ 30 m nad kosinom (visina
varira s promjenom Pr i α) ukazuje na statički vrlo stabilan profil potencijalne
temperature. Zbog donjeg neproklizavajućeg rubnog uvjeta, brzina ulin na povr-
šini kosine iščezava, te raste s udaljavanjem od nje do svog maksimuma u niskoj
mlaznoj struji na visini hj ∼ 10 m (također ovisi o izboru Pr i α), nakon čega joj
se iznos smanjuje.

Slika 7: Vertikalni profili potencijalne temperature i brzine katabatičkog
strujanja za linearan slučaj (A), pripadne potencijalne PE, kinetičke KE
i totalne energije TE (B), te difuzije DIF , disipacije DIS i njihove razlike
dTE/dt (C).

Na Slici 7B prikazani su pripadni vertikalni profili potencijalne PE, kinetičke
KE i totalne energije TE = KE + PE. S obzirom da je brzina, a time i KE
katabatičkog strujanja na površini kosine nula, slijedi da je TE = PE 6= 0, jer
je PE definirana kao funkcija kvadrata srednje potencijalne temperature (gdje
potencijalna temperatura na površini, prema (9), odgovara površinskom deficitu
C različitom od nule), a ne kao funkcija visine. S obzirom na kvadratnu ovisnost,
vrijednost PE naglo opada, te se njena maksimalna vrijednost pri površini od
215.4 J/kg prepolovi već u prvih 5 m. U ovakvom linearnom katabatičkom
strujanju postoji savršena ravnoteža između članova difuzijeDIF i disipacijeDIS,
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što ukazuje na stacionarnost strujanja i očuvanje energije sustava (dTE/dt = 0;
Slika 7C).

Slika 8 sažimlje svih 9 rješenja linearnog katabatičkog strujanja i ukazuje na
ovisnosti rješenja o promjeni Prandtlovog broja Pr i nagiba kosine α. Tako npr.
visina NMS-a raste s porastom Pr za fiksni nagib α, ali se smanjuje s porastom
apsolutnog iznosa α za fiksni Pr (Slika 8A). Preciznije rečeno, za α = −0.1 rad
(crvena linija), visina NMS-a od 9.4 m za Pr = 1.5 naraste na 10.6 m za Pr =
2.5, dok se za Pr = 2.5 visina NMS-a od 12.3 m za α = −0.075 rad smanji na
9.5 m za α = −0.125 rad. S obzirom da je Pr definiran kao omjer koeficijenta
vrtložne difuzivnosti i koeficijenta vrtložne konduktivnosti za toplinu, porast Pr-a
ukazuje na porast razmjene impulsa u odnosu na toplinu, što za posljedicu ima
guranje NMS-a prema većim visinama. Spuštanje NMS-a s porastom α poznata
je karakteristika katabatičkog strujanja dobivena i u Prandtlovom modelu i LES
(eng. Large eddy simulation) simulacijama u Grisogono i Axelsen (2012.). Što se
tiče brzine NMS-a, tj. maksimuma ulin, ona se smanjuje s povećanjem Pr, npr. s
5.5 m/s za Pr = 1.5 opada na 4.2 m/s za Pr = 2.5 (Dodatak, Slika A1A), dok
je neovisna o promjeni α.

Slika 8: Visine NMS-a, hj (A) i promjene stabilnosti (B), te visine na kojoj
KE postaje veća od PE (C) kao funkcije nagiba kosine α (različite boje)
i Prandtlovog broja (x os).

Potencijalna temperatura θlin na početku raste i njen vertikalni gradijent je
pozitivan, no na određenoj visini on mijenja svoj predznak, te dolazi do slojevite
promjene statički stabilnih atmosferskih uvjeta u nestabilne. Ta visina također
ovisi o odabiru Pr i α, npr. za fiksni nagib α = −0.1 rad i za porast Pr = 1.5
na Pr = 2.5 visina naraste od 28.1 m na 31.9 m (crvena linija), ali se za fiksni
Pr = 2.5 i za apsolutni porast α = −0.075 rad na α = −0.125 rad smanjuje s
36.8 m na 28.5 m (Slika 8B).
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Na Slici 8C promatra se, u ovisnosti o Pr i α, visina na kojoj kinetička energija
KE postaje veća od potencijalne PE, koja uvelike dominira na manjim visinama.
Za α = −0.1 rad (crvena linija), visina na kojoj kinetička KE počinje dominirati
od 10.6 m za Pr = 1.5 naraste na 13.7 m za Pr = 2.5, dok se pri fiksnom
Pr = 2.5 visina od 15.8 m za α = −0.075 rad smanji na 12.2 m za α = −0.125
rad. Za razliku od visine na kojoj KE postaje dominantna, amplituda KE ne
ovisi o promjeni α, pa npr. za sve α i Pr = 2.5 iznosi 8.2 J/kg, što je direktna
posljedica neosjetljivosti brzine ulin o nagibu α. Suprotno tome, amplituda KE
se smanjuje s porastom Pr, i to npr. za α = −0.1 rad se smanji s 14.6 J/kg za
Pr = 1.5 na 8.2 J/kg za Pr = 2.5 (Dodatak, Slika A1E).

3.1.2 Nelinearan slučaj

Dok smo u linearnom slučaju katabatičkog strujanja varirali osnovne para-
metre Pr i α za ±25 % i tako dobili mali anasambl rješenja za Pr = 1.5, 2, 2.5 i
α = -0.075, -0.1, -0.125 rad, u nelinearnom slučaju uzimamo u obzir i parametar
nestabilnosti ε, i njegovu osnovnu vrijednost variramo na isti način (ε = 0.00375,
0.005, 0.00625). Za različite kombinacije parametara dobijemo ukupno 27 rješenja.

Slika 9: Vertikalni profili potencijalne temperature i brzine katabatičkog
strujanja za nelinearan slučaj (A), pripadne potencijalne PE, kinetičke
KE i totalne energije TE (B), te difuzije DIF , disipacije DIS, interakcije
INT i njihove razlike dTE/dt (C).

Slika 9A prikazuje vertikalne profile potencijalne temperature θnelin i brzine
unelin za nelinearan slučaj katabatičkog strujanja za osnovne vrijednosti parame-
tara (Pr = 2, α = -0.1 rad, ε = 0.005), a Slika 9B prikazuje pripadne vertikalne
profile potencijalne PE, kinetičke KE i totalne energije TE = KE + PE. Uspo-
redimo li te dvije slike sa Slikama 7A i 7B za linearan slučaj, uočit ćemo veliku

27



sličnost, s tim da u linearnom slučaju imamo slabiju stratifikaciju pri tlu, te snaž-
nije katabatičko strujanje u odnosu na nelinearan slučaj. Suprotno njima, Slike
9C i 7C se dosta razlikuju, prvenstveno stoga što energija sustava u nelinearnom
slučaju uključuje i član interakcije INT , potom zbog nepreklapanja profila čla-
nova difuzije DIF i disipacije DIS, te konačno zbog dTE/dt 6= 0, što ukazuje
na nestacionarnost sustava. Zbog toga strujanje niz padinu crpi energiju iz okolne
atmosfere. Obzirom da su θnelin i unelin po definiciji stacionarni u modelu, parame-
tar nelinearnosti mora biti što pažljivije odabran kako bi lokalna promjena ukupne
energije dTE/dt bila što bliže nuli u stacionarnom strujanju. Ipak, ovo odstupa-
nje od stacionarnosti ukazuje na određenu energetsku nekonzistentnost postojećeg
blago nelinearnog modela.

Slika 10: Visine NMS-a, hj (A) i promjene stabilnosti (B), te visine na kojoj
KE postaje veća od PE (C) kao funkcije nagiba kosine α (različite boje),
Prandtlovog broja (x os) i parametra nelinearnosti ε (različite debljine) za
nelinearan slučaj katabatičkog strujanja.

Slika 10 daje nam bolji pregled ovisnosti rješenja o Pr, α i ε. Iako s malo
nižim vrijednostima, visina NMS-a i dalje raste s porastom Pr, a smanjuje se s
porastom apsolutnog iznosa α, kao i u linearnom slučaju. Tako za fiksne ε = 0.005
i α = -0.1 rad visina NMS-a poraste s 8.5 m za Pr = 1.5 na 9.8 m za Pr = 2.5
(srednja crvena linija), a za fiksne ε = 0.005 i Pr = 2.5 visina se smanji s 11.5 m
za α = -0.075 rad na 8.7 m za α = -0.125 rad (Slika 10A). Što se tiče parametra
nelinearnosti, njegov porast uzrokuje smanjenje visine NMS-a, pa se tako za fiksne
α = -0.075 rad i Pr = 2.5 visina smanji s 11.7 m za ε = 0.00375 na 11.3 m za
ε = 0.00675. Dok maksimalna brzina (brzina NMS-a) u linearnom slučaju opada
s porastom Pr i ne ovisi o α, u nelinearnom slučaju maksimum unelin opada s
porastom sva tri parametra (Dodatak, Slika A1B). Tako npr. za fiksne α = -0.075
rad i Pr = 2.5 brzina opadne s 3.7 m/s na 3.4 m/s s porastom ε od 0.00375 na
0.00675 (crne linije), zatim za fiksne α = -0.075 rad i ε = 0.005 brzina se smanji s
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4.5 m/s na 3.5 m/s s porastom Pr od 1.5 na 2.5 (srednja crna linija), dok se za
fiksne Pr = 2.5 i ε = 0.00375 smanji s 3.7 m/s na 3.6 m/s za porast apsolutnog
α s -0.075 rad na -0.125 rad (tanke linije). Vidimo da je iznos maksimalne brzine
najmanje osjetljiv na α, a najviše na Pr, što je u skladu s teorijom (Grisogono i
sur., 2015.).

Visina na kojoj stabilni uvjeti prelaze u statički nestabilne zbog promjene
predznaka vertikalnog gradijenta od θnelin opada s porastom apsolutnog iznosa
α i nešto slabije s porastom ε, dok raste s porastom Pr (Slika 10B). Preciznije,
za fiksne Pr = 2.5 i ε = 0.005 visina se smanji s 35 m na 26.6 m za porast
apsolutnog α od -0.075 rad na -0.125 rad (srednje linije), za fiksne α = -0.075 rad
i Pr = 2.5 visina opadne s 35.5 m na 34.4 m s porastom ε od 0.00375 na 0.00675
(crne linije), a za fiksne α = -0.1 rad i ε = 0.005 visina poraste s 26.1 m na 30
m s porastom Pr od 1.5 na 2.5 (srednja crvena linija). U ovom slučaju visina
je najosjetljivija na promjene nagiba kosine α, dok se s promjenom parametra
nelinearnosti puno manje mijenja.

Visina na kojoj kinetička energija KE postaje veća od potencijalne PE prika-
zana je na Slici 10C. Njena ovisnost o parametrima analogna je onima na Slikama
10A i 10B, s tim da je osjetljivost na ε ovdje doista jako mala. Za fiksne α =
-0.075 rad i Pr = 2.5, te porastom ε od 0.00375 na 0.00675 visina se smanji s 15.4
m na 15.2 m (crne linije). Za Pr = 2.5 i ε = 0.005, te porast apsolutnog α od
-0.075 rad na -0.125 rad visina se smanji od 15.3 m na 11.8 m (srednje linije),
a za α = -0.1 rad i ε = 0.005, te porast Pr od 1.5 na 2.5 visina poraste od 10.4
m na 13.2 m (srednja crvena linija). Osjetljivost visine na promjene Pr i α u
ovom slučaju je slična. Amplituda KE na visini na kojoj ona postaje veća od PE
smanjuje se s porastom svih triju parametara, baš kao i maksimalna brzina unelin.
Za α = -0.1 rad i ε = 0.005, te porast Pr od 1.5 na 2.5 amplituda KE pade s 9.1
J/kg na 5.4 J/kg (srednja crvena linija). Utjecaj promjene ε i α na amplitudu
je nešto manji (Dodatak, Slika A1F).
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3.2 Anabatičko strujanje

Temeljna razlika anabatičkog i katabatičkog strujanja jest u postojaju povr-
šinskog temperaturnog suficita (ovdje +6 ◦C), koji potiče formiranje anabatičkog
strujanja. U ovom slučaju također koristimo i veće vrijednosti koeficijenta turbu-
lentnog miješanja i osnovnog parametra nelinearnosti, te oni sada iznose K=3.0
m2/s i ε = 0.03. Iako je u Grisogono i sur. (2015.) navedeno da nagib kosine α u
anabatičkom slučaju mora biti pozitivan, mi smo u ovom radu koristili negativan
α, no to nije utjecalo na dobivene rezultate.

3.2.1 Linearan slučaj

Radimo ansambl rješenja mijenjajući osnovne vrijednosti parametara α = -0.1
rad i Pr = 2 za ±25 % i tako za linearno anabatičko strujanje dobijemo 9 različitih
rješenja. Na Slici 11A prikazani su vertikalni profili potencijalne temperature i
brzine za osnovne vrijednosti parametara. Oni su u odnosu na profile katabatičkog
strujanja kvalitativno simetrični jer se sada radi o uzlaznom i dubljem strujanju.
Možemo odmah uočiti da su anabatička strujanja u odnosu na katabatička dosta
dublja i da se NMS nalazi na puno većim visinama.

Slika 11: Vertikalni profili potencijalne temperature i brzine anabatičkog
strujanja za linearan slučaj (A), pripadne potencijalne PE, kinetičke KE
i totalne energije TE (B), te difuzije DIF , disipacije DIS i njihove razlike
dTE/dt (C).

Vertikalni profili potencijalne PE, kinetičke KE i totalne energije TE =
KE + PE analogni su onima za katabatičko strujanje, s tim da ovdje dopiru
do puno većih visina (Slika 11B). Brzina strujanja i KE na površini kosine i u
ovom slučaju su jednake nuli. Maksimalna vrijednost PE je pri površini i iznosi
215.4 J/kg, što je isto kao i u katabatičkom strujanju, a posljedica je jednakih
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apsolutnih vrijednosti površinskog temperaturnog suficita i deficita. Slika 11C
ukazuje na postojanje savršene ravnoteže između članova difuzije DIF i disipacije
DIS, a time i na stacionarnost strujanja i očuvanje energije sustava (dTE/dt = 0).

Ovisnost pojedinih veličina o α i Pr bolje je vidljiva na Slici 12. Visina
NMS-a opada s porastom apsolutne vrijednosti α, a raste s porastom Pr, kao i u
katabatičkom strujanju. Preciznije, za Pr = 2.5 i porast apsolutnog α od -0.075
rad na -0.125 rad visina se smanji s 86.7 m (najveća visina dobivena u ovom
slučaju) na 67.2 m, ali zato za α = -0.1 rad i porast Pr od 1.5 na 2.5 visina
naraste od 66.1 m na 75.2 m (crvena linija). Najmanja visina na kojoj možemo
naći NMS je dobivena za α = -0.125 rad i Pr = 1.5 i iznosi 59.2 m. Brzina
NMS-a opada (u smislu apsolutne vrijednosti) s porastom Pr, npr. od -5.5 m/s
za Pr = 1.5 na -4.2 m/s za Pr = 2.5, a neosjetljiva je na promjene α (Dodatak,
Slika A1C), kao i kod katabatičkog strujanja.

Slika 12: Visine NMS-a, hj (A) i promjene stabilnosti (B), te visine na
kojoj KE postaje veća od PE (C) kao funkcije nagiba kosine α (različite
boje) i Prandtlovog broja (x os) za linearno anabatičko strujanje.

Potencijalna temperatura θlin na početku opada s visinom i njen vertikalni
gradijent je negativan, no na određenoj visini on mijenja svoj predznak, te dolazi
do promjene statički nestabilnih atmosferski uvjeta u stabilne. Ta visina raste s
porastom Pr, a opada s porastom apsolutne vrijednosti α, npr. za fiksni nagib
α = −0.1 rad i za porast Pr = 1.5 na Pr = 2.5 visina naraste od 198.4 m na
225.5 m (crvena linija), ali se za fiksni Pr = 2.5 i za apsolutni porast α = −0.075
rad na α = −0.125 rad smanjuje s 260.2 m na 201.7 m (Slika 12B).

Visina na kojoj kinetička energija KE postaje veća od potencijalne PE jed-
nako ovisi o Pr i α (Slika 12C) kao i prethodno spomenute dvije visine (Slike 12A
i 12B). Za α = −0.1 rad (crvena linija), visina na kojoj kinetička KE počinje
dominirati od 74.7 m za Pr = 1.5 naraste na 96.4 m za Pr = 2.5, dok se pri
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fiksnom Pr = 2.5 visina od 111.3 m (najveća visina dobivena u ovom slučaju) za
α = −0.075 rad smanji na 86.3 m za α = −0.125 rad. Suprotno visini na kojoj
KE postaje dominantna, amplituda KE nije osjetljiva na promjenu α, pa npr. za
sve α i Pr = 2.5 iznosi 8.2 J/kg, što je direktna posljedica neosjetljivosti brzine
ulin o nagibu α. Također, amplituda KE se smanjuje s porastom Pr, npr. za
α = −0.1 rad se smanji s 14.6 J/kg za Pr = 1.5 na 8.2 J/kg za Pr = 2.5, baš
kao i u katabatičkom strujanju (Dodatak, Slika A1G).

3.2.2 Nelinearan slučaj

Ostaje nam još za promotriti nelinearan slučaj anabatičkog strujanja. Slika
13A prikazuje vertikalne profile potencijalne temperature θnelin i brzine unelin za
osnovne vrijednosti parametara (Pr=2, α = -0.1 rad, ε = 0.3), a Slika 13B prika-
zuje pripadne vertikalne profile potencijalne PE, kinetičke KE i totalne energije
TE = KE+PE. Te dvije slike jako su slične onima za linearan slučaj (Slike 11A i
11B), dok se Slike 13C i 11C dosta razlikuju. Energija sustava u nelinearnom slu-
čaju uz DIF i DIS uključuje i član interakcije INT . Profili članova DIF i DIS
se u nelinearnom slučaju ne preklapaju kao u linearnom. Za razliku od nelinear-
nog katabatičkog strujanja gdje je disipacija bila manja od difuzije, u nelinearnom
anabatičkom strujanju profil difuzije postiže niže vrijednosti od profila disipacije.
S povećanjem parametra nelinearnosti ε na 0.03 u anabatičkom strujanju poras-
tao je i član interakcije INT i postao dominantan u produkciji totalne energije
sustava, što ukazuje na postojanje snažne interakcije između okolne atmosfere i
anabatičkog strujanja. Pošto je dTE/dt 6= 0, preporučljivo je koristiti još manje
vrijednosti ε kako bi lokalna promjena ukupne energije bila što bliže nuli, a time
i nestacionarnost sustava što manja u ovdje analiziranom modelu.
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Slika 13: Vertikalni profili potencijalne temperature i brzine anabatičkog
strujanja za nelinearan slučaj (A), pripadne potencijalne PE, kinetičke
KE i totalne energije TE (B), te difuzije DIF , disipacije DIS, interakcije
INT i njihove razlike dTE/dt (C).

Ovisnost određenih veličina o Pr, α i ε sažeto su prikazana na Slici 14. NMS
se nalazi na malo većim visinama nego u pripadnom linearnom slučaju, odnosno na
visinama koje su i do 8 puta veće od visina NMS-a kod nelinearnog katabatičkog
strujanja. Kao i u svim dosadašnjim slučajevima, visina NMS-a raste s porastom
Pr, a smanjuje se s porastom apsolutne vrijednosti α, dok porast parametra ne-
linearnosti ε u ovom strujanju, uzrokujući porast visine NMS-a, djeluje suprotno
od onog u katabatičkom (Slika 14A). Primjerice, za ε = 0.03 i α = -0.1 rad visina
NMS-a poraste s 69.8 m za Pr = 1.5 na 78.8 m za Pr = 2.5 (srednja crvena
linija), a za ε = 0.03 i Pr = 2.5 visina se smanji s 90.5 m za α = -0.075 rad na
70.9 m za α = -0.125 rad. Za α = -0.075 rad i Pr = 2.5 visina naraste s 89.6
m za ε = 0.0225 na 91.3 m za ε = 0.0375. Uočavamo da visina NMS-a najmanje
ovisi o ε, a najviše o α.

Slika 14: Visine NMS-a, hj (A) i inverzije (B), te visine na kojoj KE
postaje veća od PE (C) kao funkcije nagiba kosine α (različite boje),
Prandtlovog broja (x os) i parametra nelinearnosti ε (različite debljine) za
nelinearan slučaj anabatičkog strujanja.
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Brzina NMS-a u linearnom anabatičkom strujanju opada s porastom Pr i
ne ovisi o α, u nelinearnom katabatičkom strujanju opada s porastom sva tri
parametra, dok u nelinearnom anabatičkom strujanju njena apsolutna vrijednost
opada s porastom Pr, a raste s porastom apsolutne vrijednosti α i ε (Dodatak,
Slika A1D). Preciznije, apsolutna vrijednost brzine se za fiksne α = -0.075 rad i
ε = 0.03 smanji s 6.3 m/s na 4.8 m/s s porastom Pr od 1.5 na 2.5 (srednja crna
linija), za fiksne α = -0.1 rad i Pr = 2.5 naraste s 4.7 m/s za ε = 0.0225 na 5.0
m/s za ε = 0.0375 (crvene linije), dok se za Pr = 2.5 i ε = 0.0375 poveća s 4.9
m/s na 5.1 m/s za porast apsolutnog α s -0.075 rad na -0.125 rad (deblje linije).
Vidimo da je iznos maksimalne brzine najmanje osjetljiv na α, a najviše na Pr.

Visina na kojoj nestabilni prelaze u statički stabilne uvjete (u katabatičkom
strujanju je obrnuto) zbog promjene predznaka vertikalnog gradijenta od θnelin

opada s porastom apsolutne vrijednosti α, dok raste s porastom Pr i nešto slabije
s porastom ε (Slika 14B). Promjena statičke stabilnosti događa se na gotovo 8 puta
većim visinama nego u katabatičkom strujanju. Pri fiksnim Pr = 2.5 i ε = 0.03
visina inverzije se smanji s 267.4 m na 208.6 m za porast apsolutnog α od -0.075
rad na -0.125 rad (srednje linije), pri fiksnim α = -0.075 rad i Pr = 2.5 visina
poraste s 265.8 m na 268.9 m s porastom ε od 0.0225 na 0.0375 (crne linije), a
za fiksne α = -0.1 rad i ε = 0.03 visina poraste s 205.3 m na 232.5 m s porastom
Pr od 1.5 na 2.5 (srednja crvena linija). U ovom slučaju visina se približno jednako
mijenja s promjenama α i Pr, a promjena parametra nelinearnosti na nju jako malo
utječe.

Posljednja Slika 14C prikazuje visinu na kojoj kinetička energija KE postaje
veća od potencijalne PE. Njena ovisnost o parametrima analogna je onima na
Slikama 14A i 14B, s tim da je osjetljivost na ε ovdje još manja. Promjena ε

od pripadne minimalne do maksimalne vrijednosti uzrokuje porast visine za samo
0.5 m. Za Pr = 2.5 i ε = 0.0375, te porast apsolutnog α od -0.075 rad na
-0.125 rad visina se smanji od 114.1 m na 89.0 m (deblje linije), a za α = -
0.1 rad i ε = 0.0375, te porast Pr od 1.5 na 2.5 visina poraste od 76.1 m na
99.2 m (deblja crvena linija). Promjene Pr i α u približno istoj mjeri utječu na
promjene spomenute visine, što je slučaj i u nelinearnom katabatičkom strujanju.
Amplituda KE na visini na kojoj ona postaje veća od PE smanjuje se s porastom
Pr, a raste s porastom ostala dva parametra, baš kao i maksimalna brzina unelin.
Za α = -0.1 rad i ε = 0.03, te porast Pr od 1.5 na 2.5 amplituda KE pade od
20.4 J/kg na 11.1 J/kg (srednja crvena linija). Promjene ε i apsolutnog α od
najmanje do najveće vrijednosti uzrokuju porast amplitude KE za svega 1 - 1.5
m/s (Dodatak, Slika A1H).
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3.3 Modelirana energetika katabatičkog i anabatičkog stru-
janja

U ovom potpoglavlju detaljinije ćemo razmotriti ukupnu (totalnu) energiju
modeliranog sustava, te lokalnu promjenu totalne energije dTE/dt, kao i članove o
kojima te dvije veličine ovise. Na Slikama 7B, 9B, 11B, 13B prikazani su vertikalni
profili potencijalne PE, kinetičke KE i totalne energije TE = KE + PE za
pojedini slučaj strujanja. S obzirom da je KE proporcionalna kvadratu srednje
brzine strujanja, a PE kvadratu srednje potencijalne temperature (što na površini
odgovara površinskom deficitu različitom od nule), na površini kosine (h = 0) kod
svakog strujanja KE iznosi nula, a PE i TE su maksimalne, te iznose TE = PE

= 215.4 J/kg. Visina i iznos maksimuma PE i TE (PEmax i TEmax) uvijek
su isti i neovisni o Pr, α i ε. Suprotno njima, visina i iznos maksimalne KE
(KEmax) ovise o svim parametrima.

Visina KEmax (Slika 15A-D) ekvivalentna je visini NMS-a (Slike 8A, 10A,
12A, 14A). Za sva 4 slučaja visina KEmax raste s porastom Pr i smanjenjem
apsolutnog α. Kod nelinearnog katabatičkog strujanja porast parametra neline-
arnosti ε uzrokuje smanjenje visine, a u anabatičkom strujanju povećanje visine
KEmax. To proizlazi iz činjenice da je u linearnom slučaju katabatičkog strujanja
brzina NMS-a veća i javlja se na većoj visini u odnosu na nelinearni slučaj, dok je
taj odnos rješenja kod anabatičkog strujanja obrnut.

Raspon visina u kojem se može pojaviti KEmax ide od 8.4 m (za α = -0.125
rad i Pr = 1.5) do 12.3 m (za α = -0.075 rad i Pr = 2.5) za linearan slučaj (Slika
15A), a vrlo je sličan i za nelinearan slučaj katabatičkog strujanja (Slika 15B), gdje
promjena ε od najmanje do najveće vrijednosti smanji visinu KEmax za svega
0.4 m za određeni Pr i α. U linearnom anabatičkom strujanju (Slika 15C) raspon
visina KEmax ide od 59.2 m (za α = -0.125 rad i Pr = 1.5) do 86.7 m (za α =
-0.075 rad i Pr = 2.5), a slično je i u nelinearnom slučaju gdje za određeni Pr i
α promjena ε od najmanje do najveće vrijednosti povisi visinu KEmax za 1.5 m
(Slika 15D).

35



Slika 15: Visine (A-D) i amplitude maksimalne kinetičke energije KE
(E-H) za linearna (A, C, E, G) i nelinearna rješenja (B, D, F, H) za ka-
tabatičko (A, B, E, F) i anabatičko strujanje (C, D, G, H) kao funkcije
nagiba kosine α (različite boje), Prandtlovog broja (x os) i parametra neli-
nearnosti ε (različite debljine), čija osnovna vrijednost ε0 iznosi 0.005/0.03
za katabatičko/anabatičko strujanje.

I dok s porastom Pr raste visina KEmax, amplituda KEmax opada u sva
4 slučaja strujanja. Za linearno katabatičko i anabatičko strujanje amplituda
KEmax ne ovisi o α, te se njezin raspon vrijednosti nalazi između 9 J/kg (za
Pr = 2.5) i 14.9 J/kg (za Pr = 1.5) za oba strujanja (Slike 15E i 15G). Po-
rast apsolutnog α i ε u nelinearnom katabatičkom strujanju uzrokuju smanjenje
amplitude KEmax, a u nelinearnom anabatičkom njeno povećanje. Raspon vri-
jednosti KEmax ide od 5.1 J/kg (za maksimalne vrijednosti parametara) do
11.3 J/kg (za minimalne vrijednosti parametara) u nelinearnom katabatičkom
strujanju (Slika 15F), a od 10.8 J/kg (za maksimalni Pr i minimalne |α| i ε) do
23.2 J/kg (za minimalni Pr i maksimalne |α| i ε) u nelinearnom anabatičkom
strujanju (Slika 15H).

Maksimumi difuzije (DIFmax) i disipacije (DISmax), baš kao i PEmax i
TEmax, nalaze se netom uz površinu kosine za linearna i nelinearna rješenja kata-
batičkog i anabatičkog strujanja. Uzrok tome su promjene strujanja i vertikalnog
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gradijenta potencijalne temperature koje su najintenzivnije u tom području. Vi-
sina DIFmax i DISmax neovisna je o promjeni Pr, α i ε (nije prikazano), dok
njihova amplituda ovisi o njima. U linearnom katabatičkom/anabatičkom stru-
janju (nije prikazano), kao i u nelinearnom katabatičkom/anabatičkom strujanju
(Slika 16A-D) porast Pr uzrokuje smanjenje amplituda DIFmax i DISmax, a
porast |α| njihovo povećanje. U linearnom strujanju postoji savršena ravnoteža iz-
među članova difuzije DIF i disipacije DIS, pa su amplitude DIFmax i DISmax
jednake za određene vrijednosti parametara i svega ∼ 0.003 J/kg veće u anaba-
tičkom nego u katabatičkom strujanju (nije prikazano). U nelinearnom slučaju
razlike amplituda DIFmax i DISmax su vrlo male, te su nešto veće u kata-
batičkom strujanju (Slike 16A, C) nego u anabatičkom strujanju (Slike 16B, D).
Nadalje, porast ε uzrokuje malo povećanje amplituda DIFmax i DISmax u kata-
batičkom strujanju (Slike 16A, C), a u anabatičkom strujanju smanjenje amplituda
DIFmax i DISmax, ali tek u trećoj decimali, zbog čega je promjena neprimjetna
na Slikama 16B, D. Raspon amplituda ide od ∼ 0.2 J/kg/s do ∼ 0.5 J/kg/s
za sva 4 slučaja strujanja.

Slika 16: Maksimum člana difuzije DIF (A, B) i maksimum člana disipa-
cije DIS (C, D) za nelinearna katabatička (A, C) i anabatička strujanja
(B, D) kao funkcije nagiba kosine α (različite boje), Prandtlovog broja (x
os) i parametra nelinearnosti ε (različite debljine), čija osnovna vrijednost
ε0 iznosi 0.005/0.03 za katabatičko/anabatičko strujanje.

Nelinearan slučaj katabatičkog i anabatičkog strujanja, osim članova difuzije
i disipacije, sadrži još i član interakcije, INT = aεsin(α)

(
uθ ∂θ

∂z

)
. On povezuje

strujanje i okolnu atmosferu. Visina i amplituda njegovog maksimuma ovise o sva
tri parametra. Visina INTmax (Slika 17A, B) ponaša se slično visini KEmax
(Slika 15B, D), što znači da raste s porastom Pr i sa smanjenjem |α| kod oba ne-
linearna strujanja, te raste s porastom parametra nelinearnosti ε kod anabatičkog
strujanja, odnosno smanjuje se s porastom ε kod katabatičkog strujanja. Time
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raspon visina INTmax ide od 2.9 m (za α = -0.125 rad, Pr = 1.5 i ε = 0.00625)
do 4.8 m (za α = -0.075 rad, Pr = 2.5 i ε = 0.00375) za katabatička strujanja
(Slika 17A), te od 28.6 m (za α = -0.125 rad, Pr = 1.5 i ε = 0.0225) do 42.8
m (za α = -0.075 rad, Pr = 2.5 i ε = 0.0375) za anabatička strujanja (Slika
17B). Može se računom pokazati da je ekstrem od INT , tj. INTmax jako blizu
visine π

9hp. Zbog jednakosti hj = π
4hp, slijedi da se visina INTmax nalazi blizu

polovice visine NMS-a i da tu dolazi do najjače interakcije brzine strujanja, u, i
perturbacije potencijalne temperature, θ.

Slika 17: Visina maksimuma člana interakcije INT (A, B) i maksimuma
člana lokalne promjene totalne energije dTE/dt (C, D), amplituda maksi-
muma INT (E, F) i maksimuma dTE/dt (G, H) za nelinearna katabatička
(A, C, E, G) i anabatička strujanja (B, D, F, H) kao funkcije nagiba ko-
sine α (različite boje), Prandtlovog broja (x os) i parametra nelinearnosti
ε (različite debljine), čija osnovna vrijednost ε0 iznosi 0.005/0.03 za kata-
batičko/anabatičko strujanje.

U spomenutom rasponu visina amplituda INTmax je pozitivna za kataba-
tička strujanja i varira od 0.001 J/kg/s (za α = -0.075 rad, Pr = 2.5 i ε = 0.0375)
do 0.004 J/kg/s (za α = -0.125 rad, Pr = 1.5 i ε = 0.00625), a negativna za
anabatička strujanja s varijacijama od -0.22 J/kg/s (za α = -0.125 rad, Pr = 1.5
i ε = 0.0375) do -0.04 J/kg/s (za α = -0.075 rad, Pr = 2.5 i ε = 0.0225). Iz tih
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vrijednosti, kao i iz same definicije člana INT , uočavamo da apsolutna vrijednost
amplitude INTmax raste s porastom apsolutnog α i ε, a smanjuje se s poras-
tom Pr u oba strujanju (Slike 17E, F). Porast Pr ukazuje na veću razliku među
koeficijentima turbulentne difuzivnosti i konduktivnosti za toplinu, zbog čega se
kovarijanca između brzine strujanja i potencijalne temperature smanjuje, pa time
i iznos člana INT .

Preostaje još za promotriti lokalnu promjenu totalne energije dTE/dt. Ona
je u linearnom slučaju za oba strujanja jednaka nuli, što ukazuje na stacionarnost
strujanja i očuvanje energije sustava. I dok se u linearnom slučaju vertikalni profili
članova difuzije i disipacije savršeno preklapaju, u nelinearnom slučaju ne dolazi
do međusobne kompenzacije članova DIF , DIS i INT . Zbog toga je dTE/dt 6= 0,
čime pretpostavljena stacionarnost nije zadovoljena.

Visina maksimuma dTE/dt ovisi o sva tri parametra isto kao i visina INTmax,
što znači da raste s porastom Pr i sa smanjenjem |α| kod oba nelinearna struja-
nja, te se s porastom ε smanjuje kod katabatičkog strujanja, odnosno raste kod
anabatičkog strujanja (Slike 17C, D). Raspon visina ide od 3.3 m do 5.1 m u
katabatičkom, te od 29.8 m do 44.8 m u anabatičkom strujanju. Ovisnost ampli-
tude maksimuma dTE/dt o parametrima u oba strujanja je kao i kod |INTmax|,
dakle raste s porastom |α| i ε, a smanjuje se s porastom Pr (Slike 17G, H). Iznosi
maksimuma dTE/dt idu od ∼ 0.01 J/kg/s do ∼ 0.07 J/kg/s u katabatičkom,
te od ∼ 0.03 J/kg/s do ∼ 0.15 J/kg/s u anabatičkom strujanju.
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4 Zaključak

Ovaj rad se bavi analitičkim modeliranjem jednostavnog termalnog struja-
nja na kosini. Cilj ove radnje je bio detaljnije proučavanje energetike linearnog
i blago nelinearnog Prandtlovog modela, te izračun doprinosa pojedinih članova
u prognostičkoj jednadžbi za totalnu energiju sustava (51) za pojedino strujanje.
Koristili smo linearna i nelinearna rješenja za brzinu strujanja, (8) i (23), i poten-
cijalnu temperaturu, (9) i (24), dobivena u Grisogono i sur. (2015.), te napravili
ansambl rješenja za različite veličine prisutne u energetici linearnih i nelinearnih
katabatičkih i anabatičkih strujanja. Tri glavna parametra čije smo iznose pritom
varirali za ±25 % su Prandtlov turbulentni broj Pr, nagib kosine α i parametar
nelinearnosti ε. U ovisnosti o njima i njihovoj promjeni prikazivali smo visine
i brzine niske mlazne struje, NMS, visine i amplitude kinetičke energije KE na
kojima ona postaje veća od potencijalne energije PE (Tablica 1), potom visine na
kojima dolazi do promjene statičke stabilnosti, te visine i amplitude maksimuma
kinetičke energije KEmax. U ovisnosti o Pr, α i ε promatrani su i članovi iz
(52), tj. amplitude maksimuma članova difuzije, DIFmax, i disipacije, DISmax
(Tablica 2), kao i visine i amplitude maksimuma člana interakcije, INTmax, te
maksimuma lokalne promjene totalne energije, dTE/dt (Tablica 3).

Tablica 1: Sažeti prikaz visine i apsolutne vrijednosti brzine NMS-a, te vi-
sine na kojojKE postaje veća od PE i pripadne amplitudeKE u ovisnosti
o parametrima Pr, |α| i ε za katabatičko linearno (KatLin) i nelinearno
(KatNel), te anabatičko linearno (AnaLin) i nelinearno strujanje (AnaNel).

hj ↗ Pr |α| ε |uNMS| ↗ Pr |α| ε
KatLin ↗ ↘ KatLin ↘ -
KatNel ↗ ↘ ↘ KatNel ↘ ↘ ↘
AnaLin ↗ ↘ AnaLin ↘ -
AnaNel ↗ ↘ ↗ AnaNel ↘ ↗ ↗

hKE>PE ↗ Pr |α| ε KE ↗ Pr |α| ε
KatLin ↗ ↘ KatLin ↘ -
KatNel ↗ ↘ ↘ KatNel ↘ ↘ ↘
AnaLin ↗ ↘ AnaLin ↘ -
AnaNel ↗ ↘ ↗ AnaNel ↘ ↗ ↗
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Tablica 2: Sažeti prikaz visine i amplitude KEmax, visine na kojoj do-
lazi do promjene statičke stabilnosti, te amplitude DIFmax i DISmax u
ovisnosti o parametrima Pr, |α| i ε za katabatičko linearno (KatLin) i ne-
linearno (KatNel), te anabatičko linearno (AnaLin) i nelinearno strujanje
(AnaNel).

hKEmax ↗ Pr |α| ε KEmax ↗ Pr |α| ε
KatLin ↗ ↘ KatLin ↘ -
KatNel ↗ ↘ ↘ KatNel ↘ ↘ ↘
AnaLin ↗ ↘ AnaLin ↘ -
AnaNel ↗ ↘ ↗ AnaNel ↘ ↗ ↗

hstab ↗ Pr |α| ε DIFmax, DISmax ↗ Pr |α| ε
KatLin ↗ ↘ KatLin ↘ ↗
KatNel ↗ ↘ ↘ KatNel ↘ ↗ ↗
AnaLin ↗ ↘ AnaLin ↘ ↗
AnaNel ↗ ↘ ↗ AnaNel ↘ ↗ ↘

Tablica 3: Sažeti prikaz visine i amplitude INTmax, te visine i amplitude
maksimuma dTE/dt u ovisnosti o parametrima Pr, |α| i ε za katabatičko
(KatNel) i anabatičko nelinearno strujanje (AnaNel).

hINTmax ↗ Pr |α| ε |INTmax| ↗ Pr |α| ε
KatNel ↗ ↘ ↘ KatNel ↘ ↗ ↗
AnaNel ↗ ↘ ↗ AnaNel ↘ ↗ ↗

hdTE/dtmax ↗ Pr |α| ε dTE/dtmax ↗ Pr |α| ε
KatNel ↗ ↘ ↘ KatNel ↘ ↗ ↗
AnaNel ↗ ↘ ↗ AnaNel ↘ ↗ ↗

U Tablicama 1-3 lako je uočljiva jednaka ovisnost visina svih navedenih veli-
čina o Pr i |α| za sve tipove strujanja. Naime, one rastu s porastom Pr, odnosno
s povećanjem razlike između koeficijenta turbulentne difuzivnosti i koeficijenta
turbulentne konduktivnosti za toplinu, jer pojačana vrtložnost prenosi impuls do
relativno većih visina nego toplinu. Suprotno tome, povećanje nagiba kosine |α|
uzrokuje spuštanje položaja maksimalnih vrijednosti pojedinih veličina. Parame-
tar nelinearnosti ε ima najmanji utjecaj na varijabilnost ansambla od 27 rješenja
dobivenih za pojedino nelinearno strujanje, a svojim povećanjem uzrokuje sma-
njenje visina u katabatičkom, odnosno povećanje visina u anabatičkom strujanju.

Međusobna proporcionalnost brzine NMS-a, iznosaKE pri kojem ona postaje
veća od PE, te iznosa KEmax odražava se i na jednaku ovisnost o parametrima
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kod svih strujanja. One rastu sa smanjenjem Pr jer pritom dolazi do smanjenog
prijenosa impulsa u visinu (obzirom na toplinu) i on ostaje koncentriran na nižim
visinama. Kod linearnih strujanja spomenute veličine ne ovise o promjeni nagiba
kosine |α|. Za razliku od maksimuma ulin koji je neovisan o |α|, maksimum unelin

je osjetljiv na njegovu promjenu (raste sa smanjenjem |α| kod katabatičkog i s
povećanjem |α| kod anabatičkog strujanja), što je u skladu s rezultatima LES
simulacija (Grisogono i Axelsen, 2012.). Na jednak način kao i α, i ε utječe na
promjenu spomenutih veličina, iako u puno manjoj mjeri.

Visina i amplituda PEmax i TEmax, te visine DIFmax i DISmax iste su
za sva strujanja i ne ovise o promjeni parametara. Amplitude članova DIFmax,
DISmax, INTmax i maksimum dTE/dt rastu sa smanjenjem Pr, analogno spo-
menutim amplitudama, te rastu s povećanjem |α|. Difuzija ima tendenciju ujed-
načavanja profila strujanja, pa ona u uvjetima maksimalnog nagiba postiže svoj
maksimum. Zbog sile trenja i neproklizavajućeg donjeg rubnog uvjeta pri tlu uvi-
jek postoji smicanje vjetra. Za istu brzinu NMS-a smicanje je veće ako se NMS
nalazi na nižoj visini. Za veće nagibe kosine |α|, NMS se nalazi na manjim visi-
nama, pa je smicanje na rubovima NMS-a veće, a time i disipacija veća, te također
maksimalna za maksimalni α.

INTmax sadrži u sebi sin(α), pa je on direktno proporcionalan s α. dTE/dt
je, kao razlika DIFmax, DISmax i INTmax, također ovisan o nagibu. Porast
parametra nelinearnosti ε uzrokuje porast amplituda u oba nelinearna strujanja
kod svih članova osim kod DIFmax i DISmax u anabatičkom strujanja, no tu
je njegov utjecaj toliko mali da je zanemariv. Porast ε, povećavajući dTE/dt,
zapravo cijeli sustav udaljava od stacionarnosti, što je u suprotnosti s početnom
pretpostavkom stacionarnosti strujanja niz padinu. Ta nestacionarnost nam su-
gerira potrebu za uvođenjem vremenske ovisnosti u blago nelinearni Prandtlov
model za katabatičko i anabatičko strujanje, no obzirom da je linearno rješenje
vremenski ovisnog sustava već dovoljno komplicirano (Grisogono, 2003.; Zardi i
Serafin, 2014.), ništa jednostavnije se ne može očekivati ni od nelinearnog rje-
šenja. Također postoji mognućnost da ovakva termalno tjerana strujanja zaista
nemaju stacionarno rješenje nelinearnog slučaja (Axelsen, 2010.), što bi bilo u
skladu s dobivenim rezultatom u ovom radu.

Postoji još jedno moguće objašnjenje nestacionarnosti spomenutog nelinear-
nog strujanja. Naime, u modificiranom Prandtlovom modelu je, kao i u klasičnom,
pretpostavljena hidrostatičnost. Uvođenje i sile gradijenta tlaka u blago neline-
arnu energetiku Prandtlovog modela rezultiralo bi pojavom dodatnog člana u jed-
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nadžbi (51), 1
ρ0
udp
dz

sin(α). Taj član predstavlja kovarijancu brzine i tlaka, a može
ga se zvati i članom transporta tlaka (eng. pressure transport). Njega se ne može
direktno procijeniti, ali se može dobiti iz jednadžbe

∂

∂t
(TE) = DIF −DIS − INT + 1

ρ0
u
dp

dz
sin(α) (54)

kao razlika ostalih, poznatih članova. Zanimljivo je da članovi dTE/dt i |INT |
rastu s porastom |α|, a istovremeno su i član transporta tlaka i član |INT | po
definiciji proporcionalni sa |sin(α)|, te u jednadžbi za dTE/dt dolaze sa suprotnim
predznacima. To u konačnici može rezultirati njihovim poništavanjem i ostva-
rivanjem stacionarnosti strujanja u promatranom modelu, što predstavlja dobru
motivaciju za nastavak istraživanja.

U radu smo naše istraživanje energetike Prandtlovog modela ograničili samo
na srednje strujanje, a u daljnjim istraživanjima mogla bi se napraviti procjena
doprinosa članova prognostičke jednadžbe totalne energije sustava za ukupnu ener-
giju, koja uz srednje stanje strujanja uključuje i turbulentno, te stanje okolne at-
mosfere na razini mezoskale ili velike skale. Također bi bilo vrlo korisno uvažiti
doprinose ovog tipa modela u razmatranja kompleksne orografije, kao i usporediti
dobiveni ansambl rješenja s mjerenjima.
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Dodatak A

Slika A1: Brzine NMS-a (A-D) i amplitude KE na visini na kojoj postaje
veća od PE (E-H) za linearna (A, C, E, G) i nelinearna rješenja (B, D,
F, H) za katabatičko (A, B, E, F) i anabatičko strujanje (C, D, G, H)
kao funkcije nagiba kosine α (različite boje), Prandtlovog broja (x os) i
parametra nelinearnosti ε (različite debljine), čija osnovna vrijednost ε0
iznosi 0.005/0.03 za katabatičko/anabatičko strujanje.
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