1. Uvod

Kada se dogodi potres, energija koja se pri tome oslobodi jednim se dijelom pretvori u
seizmicke valove, a drugim (veé¢im dijelom) u toplinu. Da je Zemlja neomedeno homogeno
sredstvo kroz nju bi se rasprostirala dva prostorna vala — longitudinalni i transverzalni, kako

je to pokazao S.D. Poisson.

(S.D. Poisson, 1781.-1840.)

Medutim, Zemlja je slojevita, ima slobodnu povrSinu i1 kvazi-elipsoidalnog je oblika (geoid).
Zbog oblika i slojevite strukture dolazi do razli¢itih pojava pri prolazu seizmickih valova kroz
njezinu unutrasnjost (lom, refleksija, generiranje povrsinskih valova, disperzija, atenuacija, ...).
U Seizmologiji I i II studenti sluSaju o povrSinskim valovima i uée pod kojim uvjetima
nastaju. Pokazano je postojanje pojave disperzije tih valova u slojevitom sredstvu (njihova
brzina ovisna je o valnom broju i periodu vala). Medutim, razmatrao se najjednostavniji slucaj
postojanja povrsinskih valova, u poluprostoru za Rayleigheve, te u modelu koji se sastoji od
jednog sloja iznad poluprostora za Loveove valove. U ovom kolegiju naucit ¢emo kako
izraCuanti fazne 1 grupne brzine povrSinskih valova koji se rasprostiru u modelu s po volji

velikim brojem slojeva iznad poluprostora.

Opéenito, postoje dva pristupa odredivanju disperzije povrsinskih valova. Prva, starija metoda,
sastoji se u raCunanju vrijednosti determinante (4n-2)-og reda (n je broj slojeva).
Determinanta predstavlja jednadzbu disperzije u kojoj postoji implicitna veza izmedu fazne

brzine ¢ 1 valnog broja k. Upotreba takve metode ogranicena je na troslojno sredstvo zbog



numerickih teSkoca svojstvenih rjesavanju determinanti velikog reda. Godine 1953. N. A.
Haskell razvio je, na temelju Thomsonovog matri¢nog postupka za transmisiju elastickih
valova kroz viSeslojno sredstvo, matri¢énu metodu opisivanja rasprostiranja povrsinskih valova
kroz viSeslojno sredstvo. Matri¢ni racun je koristan jer op¢enito omogucuje bolju preglednost
cijelog izraza, te pomaze da se ne zaborave ukljuciti svi ¢lanovi izraza (kojih moze biti
mnogo). Razvoj (brzih) racunala oko 1960. godine omogucio je od tada Siroku primjenu tzv.

Thomson-Haskellove (ili matri¢éne) metode pri rjeSavanju jednadzbe disperzije. Zasto je to

bitno?

| Lord Rayleigh (1842-1919.) A.E.H. Love (1863-1940.)
Razmatranje (odredivanje) fazne i grupne brzine Rayleighevih 1 Loveovih valova i
interpretacija disperzivnih krivulja za uslojene modele Zemlje uvelike pridonosi poznavanju
fizikalnih svojstava Zemljine kore 1 plasta, Sto je i jedan od zadataka primijenjene

seizmologije.

2. Rasprostiranje valova u sredstvu s proizvoljnim brojem slojeva

Pretpostavit ¢emo da se slojevitim sredstvom rasprostiru ravni valovi kutne frekvencije p 1
fazne brzine c¢. Pod slojevitim sredstvom smatramo poluprostor sastavljen od n paralelnih,
homogenih, izotropnih slojeva. Svi slojevi su kruti i ne razmatra se slucaj koji ukljucuje
fluidni sloj. Slika 1 prikazuje smjer koordinatnih osi i na¢in oznacavanja slojeva i grani¢nih

ploha.



Ploha Slobodna povrsSing Sloj

{n-1)

i

2

3

m-1

Am Mm @m Am  Pm dm m
m+1

n-1

n

z
ol Belads

Neka se valovi rasprostiru u smjeru + x-osi. Pozitivna z-os
usmjerena je u sredstvo. Numeracija slojeva i grani¢nih ploha
teCe od slobodne povrsine kao Sto je prikazano na slici. Pretpos-
tavlja se da nema pomaka u smjeru osi y i da se amplitude valova
u poluprostoru eksponencijalno smanjuju s dubinom.

Pri izvodjenju Thompson-Haskellove metode ili matri¢ne
metode rasprostiranja sluzit éemo se ovom notacijom (gdje se

indeks m odnosi na m-ti sloj):

kutna frekvencija = 2/T (T = period)

p

fazna brzina

Pon = gustoca



dm = debljina sloja

Am? Am = Laméove konstante

K = (_( A * Z/um”) /ym] 1 = brzina dilatacionih valova
bm = L om / Ym:["/ﬁ = brzina rotacionih valova

k= p/c=2T/L (L = duljina vala)

=
i

{+['_(c/oc,,,.,)2-4] 1 za C>%,,

Am B -4 [1 - (c/ﬁm)z_] 4/2 za c <0(m

i +L(c//5m)2~4]4/2 4 C7pnm
pm -i[ﬂ-(c/ﬂm>2]4/2 2 C <Py

¥ _=2(p_se)

m
u, w = komponente pomaka u smjeru x i z-osi
0= P, = normalna komponenta napetosti

U= P, = tangencijalna komponenta napetosti

Tolaire
' o od jednadZbe gibanja:

2
;z (w w) < (7\‘*/«) %)%)9‘*/472(%,0!')

§

uz zanemarenje volumnih sila, vidimo da se u slucaju kada
djeluju jedino sile elasticke deformacije sredstvom rasprostiru

dva vala - longitudinalni i transverzalni.



Valna jednadzba u sluc¢aju Rayleigevih valova ima ova dva oblika:

2

p(ZTze=(/1+2,u)V26’ (3.1.1.)
2

py(rotﬁ)y = uv? (rotﬁ)y (3.1.2))

Jednadzba (3.1.1.) znaci da se sredstvom moze rasprostirati dilatacija volumena brzinom

a= (/1 t2u % , a jednadzba (3.1.2.) znaci da se sredstvom rasprostire ekvivolumni

poremecaj brzinom [ = /% .

Stoga se rjeSenje za valne jednadzbe za m-ti sloj moze izraziti kao suma rjeSenja za

dilatacijske i rotacijske valove, tj. za dilatacijski val (P):

A, =diviu, = ou,, +% =f ()P
— Ox oz
1 rotacijski val (S):
1 1| ou ow .
o =—(rotu =— m_ Zm | i( pr—kx)
" 2 ( mn )J’ 2 |: 82 ax :| gm (Z)e

Ta rjeSenja znae da se ravni val rasprostire brzinom ¢(= p/k) u smjeru +x-osi, a buduéi se
radi o povrSinskom valu, rjeSenje sadrzi i ovisnost o aplikati, ( f, (z), g, (z)), pri ¢emu za

velike udaljenosti od slobodne povrsine funkcije f (z),g,(z) =>0.

Funkcije f, g 1 parametri &, ¢ odreduju se tako da budu zadovoljeni: jednadzbe gibanja, rubni

uvjeti 1 pretpostavke o povrSinskom valu. Prema tome, uvrstimo li rjeSenje za npr. A, u valnu

jednadzbu (3.1.1.) dobije se:
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T2 + ﬁz'(,:m 7[(2) =0

L. 2 %
gdje je ’Ldm=(;6—l——-4).
m

Pretpostavimo li da je opée rjeSenje te homogene diferencijalne
jednadzbe oblika f (z)mebz, a b je konstanta koju treba odrediti
tako da bude zadovoljena jed;ls;c‘lib\a,' dobivamo: .l

2 ,t,2
G+ r,, =0
te je:

f= tikl,, , i=+Y1

Funkcija £(z) tada ima oblik:

— iRl ym? n iRz
e +4,,€ :

£('z)= a,
a analogno dobijamo rjeSenje i za 9.( z):
7,,(2): co,:n e—m%mzﬂu cul,:,L e Repm2

N . . . .
my Gy Oy odredjuju se iz rubnih uvjeta.

Amplitude 4, , 4

Prema tome, rjeSenja valnih jednadbi (3.1.1.) i (3.1.2.) glase:
ot — - Rl -

A -et® M(A;nc ot A em“”‘z)

m m

(3.1.3.)

o - e i (gt-£x)

" v ¢ i‘kﬂlgm{&)

’ "1; m2
(wme i + W

-

Veza izmedju rjeSenja 4 i @, i potencijala (poglavlje 2.) Qi i %nza

Pi S val, moZe se izraziti s:
2 2
A=V 93‘) 2y, == V7Y, odnosno
= = “‘m 2 E‘m, z
?ﬁ' (@)A""’ 77,%”:2’(79>wm
Na taj nadin se komponente pomaka i napetosti mogu izraziti pomocu

A

i vertikalna komponenta pomaka imaju ovaj oblik:

m i W, umjesto preko potencijalagfm i¥, (2.4.). Tada, horizontalna



Komponente napetosti glase:

_ . (3.4.4.)
et b+ tpulte [k an i [ (%)

+ 4 167:1)2 ?2@m:{}

oX02

2
a Duy A\ > DA
[ ( : 1'5)’"/5”{ (& m ?9)<a1z'L *

7 (@m)z[%iaim i Ba%p]}

Ti izrazi za komponente pomaka i napéetosti potrebni su nam zbog
uvjeta koje moraju zadovoljiti rjeSenja (3.1.3.) valnih jednadZbi.
Kao $to je veé ranije pokazano na svakoj graniénoj plohi imamo
Cetiri rubna uvijeta: neprékidnost dvije komponente pomaka i dvije
komponente napetosti, uz iSfezavanje komponenata napetosti na
slobobdnoj povrsini.

Radi preglednijih izraza, umjesto komponenaia pomaka u i w uvjet
neprekinutosti ée se primijeniti na bezdimenzionalne veliéine u/c
i w/c, Sto je moguée jer je fazna brzina konstantna i jednaka u
svim slojevima. Ubudule éemo dakle razmatrati neprekinutost ove

Cetiri velidine:
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Izraz za U se dobije ovako:

%'%‘ ai[ (dm PAM

=

supstituirajuéi rjeSenja (3.1.3.) u tu relaciju dobivamo:
.3 AmN? 3 itk -iR%mZ b2
M;aT{_(?)'on L4me + e T
- ,z( bn N2 . i(pt- &’O[ W, "*""/5*"2 " ””k"ﬂmzj
P/ oz

Izrazimo li eksponencijalne funkcije trigonometrijskim funkcijama

argumenata®y,z i f/ﬁmi slijedi:

- —(E%W_)zpkzi(ﬁf—m)[@; + A;)Cosﬁ/cmmz - (A.:» ~A»::»)Siﬂ ﬁ/txon?] -

-2 ([;ﬂy-rmpmgi(ﬁ%—- [(wm_a)m Y cos ke 4 (O, +0r, )sinklcm;-] =

2 ] i’ ”
= - %JL‘. @L(Pf-*x)[(.dm + A dcosh,, 2 —1 (Am = L) s«;nkt‘,‘mz—] _

/o i(pt-Rx)
-2 C”" U, © [(cu;n—w;)casmﬁmz -4 (w,, + w,m)smﬁ/cﬁmzj
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Izraz za U se dobije ovako:

. A \E DA m, w )% W,
w3 3L ey 2]

supstituirajuéi rjeSenja (3.1.3.) u tu relaciju dobivamo:

, 3 A Y2 d i(fﬂt‘kx) / ~iR Y2 VA /
M=a_+,{_ (—-/P—)&—Q [Amz +A A J..

py m

m

_ 21(_/?%\_ 25% ¢ "(7#_&’()[ wfm‘e—‘i&'CF,mZ-* w 7 ¢ "’Mﬁmzj}

Izrazimo li eksponencijalne funkcije trigonometrijskim funkcijama

argumenata®y, 2 i f/ﬁm% slijedi:

e (8 e Ll sl bz 5 (400 Ysin Renz | -

2 1 %**X) , ” B 7 " ,
-4 (%) p&fﬁme # [(wm - Wy ) cosﬁfc/_,,ml — 4 (e, +w,y, ) sin k’cmzj =

2 ] /" ”
= - %1*_ @L(Pf-*x)[(Am+ B dcosk,, 2 —1 (A = L) s«mkt‘imz—] _

/e i (pt-hx)
-2 C”” Uy © [(w;w-wjnmmpmz -4 (w,, + w,m)smﬁ/cﬁmzj



Sada se izraz za i podijeli s c:

%z %(%3)2[(4\:“ A,:'L)cos&'c“mz -0 (@ =) 5mﬁtm5='] - (3.1.5.

Relaciju za v7{“ dobijemo na analogan nadin:

NGO ESE

- - (5 Phame ”’**”[—m;n i) st

v i(pt-#
+ (A,:n -4.) cosk‘tﬂmzj + 2 ([b%)i?kg"*(? X)

! "
[(wm+wm)cosﬁ’cﬁmz -
—t(w,,/n_ w,:‘)sin‘k’tpmz—;l =

2 . - " "
_%m q,t(f’f &x)/c [—'i (A:w + Ay SinRmz + (A'Im “Am)cosﬁ'ﬂdm;-‘]*
< am

z s — ! "
+ 2 ﬁcﬁzm(ﬁf *kx)[_i (wfm—w,/;n)sinkzﬁmz + (w,, + W) coske mz]
Podijelimo li izraz s ¢ dobijemo:

. 2. " Y
& {. (E‘C&) txm[—t(a’,u by Sin Rty 2 + (A ~A) wskw&] +
J (3.1.6.)
. ! n . ! " 'L('P'L-'/kx)
+ 2o ):_1, (W, = Wy ) Sin Ry, 2 +((Um+wm)c°5'ﬂ/(pmzj ¢

Normalna komponenta napetosti b; ima prema (3.1.4.) oblik:

o (pt- 2 L(pt-%x
O’=j’m{oc:b s e P2 st —ia A;net(ﬁ sintrm2 +
v g Lpt-R , (4t b
* ”éfn Ap @ o X)wskz,(mz +idy, ac;e”(f X)S{nhm% +
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+ 2’/5421» [_(%@)ﬁkze i(f’*’*")(A; cos Rliy,, 2 - A;ntsmkz,mz +

+ A skt gz 444" 5inkmz) + L(%E) Z&Z'L,m " (m‘-&x)(_w;n coske, 2

!
LW . ” .
+ 1 mﬁl‘ﬂ'ﬁﬂmz + w, wsk’cﬁmi + 1w St‘nﬁ/c/gmi)]} )
odnosno:

2 , " . n
‘.’:’i’ P X (f,,.,-n[caer Ay coshry, 2 ‘WA;WA’")S"”%’“E—]— (3.1.7.)

- )Omc‘f,,i Cym [(w;— co:”)co.sk'tpmz -i(w,, “”an.) 'Si'”&",sm ZJ} ei(faf-kx)

Na isti nacin dobija se izraz za tangencijalnu komponentu napetosti :
2
2 % i *“&X " . / s
2=-2fmﬁm1,—’§*’tm¢ * )[—(A;,, A JoosRe, 24 (A + 4, ) Sin e 2] +

" g / ” 1 't‘&X
+ zfm%’% (- 4200, T[Cco], oty bt 2 = 0]y s simrpz] 42

22

2 ¥ ¢t s « .
Izraz za (l—r/bm ) moZemo pisati i kao (2 - -;cr) » Sto za ¢ daje:
m

. 2 . / . ”
%%mxm 'Cdmxm[—t(ﬂm’fl\»’,’n)"mk"dmz # (B~ 4) 05 R tum? ] — (3.1.8.)

= O e (L) [-i ()= ) sinfgm 2 + (w,, + wp, )compm;jf,e (p2: —&/
Time smo dobili izraze za &etiri rubna uvjeta na graniénim plohama.

Postavimo nul-to&ka z-osi na (m-1)-u grani&nu plohu (sl. 3.1.2. ).

11



+ 2'/5:'» [_(%n_)z#e i(P*’”)(AT’n cos Rliy,, 2 - A;nmnkz,(mz +

1" R . 2 2 1'(ZL~‘&X)
+ Ay coshe,, 2 + 14, Sinkl,2) + 2.(%'—'&) £ Tom € P (—w.ﬁnwsifrpmz +

!
o . ” . "o
+ 1 m&l‘ﬂ'ﬁﬂﬁmz + w,,. wsk’zﬁmi +1.wm St‘nﬁ/cﬁmi)]} )
odnosno:

N , " 3 "
0= P tom (0Bt £ Y eas by 2 (U= A ) siny 2 - (3.1.7.)

= P e [ - 0 )casktynz — i (!, +wl) sinke,, 2]} RICED)

Na isti nacin dobija se izraz za tangencijalnu komponentu napetosti :
2
2 4 2 i *‘&X ” . / 4 s
t- "’zfmﬁ”"‘,’,_?* tam © * )[—(Af,,, A oosr 240 (AL +A )sinfum 2] +

i ; ; P ., vy . ‘b(f)'t'h)
+ 2P, %’% [— %24 ‘L;m )J[(wm wm)cwlﬂpml‘t (W - m)mnﬁ/cmzji .

22

2 < e « .
Izraz za (l_r/bm ) moZemo pisati i kao (2 - -f{-) » Sto za ¢ daje:
m

. 2 . , , ”
%%m %,, 'Cdmy;»[—t(dm‘*l\;’n)"mk"dma (B~ A) CO‘S&Z""”‘}J - (3.1.8.)

= Om e (L= [-i (0] - ) sinRgm 2 + (w,, + o, )compmz_]]',e (p2: —&j
Time smo dobili izraze za &etiri rubna uvjeta na graniénim plohama.

Postavimo nul-to&ka z-osi na (m-1)-u grani&nu plohu (sl. 3.1.2. ).

12



z=0 na(m-1) X

z=4d na{m)

ma+1

Sl. 3.1.2.

Sada je z = 0 na plohi m-1, sto znali da je sin (krz) = 0, cos (krz) =
Zato izraze (3 Il 5.), (3 6 ), (3. 1 7.)1i (3. 1 8.) moZemo napi-
sati u sa¥etijem obliku, te se linearna veza izmedju veli&ina u/c,
Ww/c, 6 i T na toj plohi i amplituda A+ 4,,) s @— 8m) 3 (W -wh) i

) n v Py s . e
(w,, + W,,) » moze prikazati na drugi nacin:

~ . W [~ ’ v ]
(T /Q 8, + A
. v 3.1.9.
Wrm—,{ /C A;n - A/,rn ( )
= E/m
) ) “)
ﬁ'm_4 Wy, = Wpy,
[ w'r;L + 60,,:: )
L J L J

13



gdje je Em matrica dobivena izravno iz sustava jednadZbi (3.1.5.) -

(3.1.8.) i ima ovaj oblik:

C
2
0] - (f(cﬂ> Tym 0 Xm -
w = . (3.1.10.)
—SJW\ d'm (ffm-/’) 0 N ? ’mc’lfwf 'cpfm 0
2
a2a afe -

Uvrstimo li z = dm u jednadZbe (3.1.5.) do

(3.1.8.) dobijemo

veliéine G/c, W/c, 6 i T na m-toj plohi u ovisnosti o konstantama

4 s ! v . * .
A:na— A, A,”i -4, a)w'b— ,,;:, w,,,/,+w,,',b . U tom slucaju vrijedi:
- . b —~ 7 Vi —
u"m/c ' Am t B
@ e b - &
m - am
m = D (3.1.11.)
o m CU/ w//
m m - m (23
w 4w
i Cm m m
Supstituiramo li P_ =kr, d i Q =kr, d , izizraza
m dam m m Am m

(3.1.11.) slijedi da je D_ matrica oblikat

14



gdje je Em matrica dobivena izravno iz sustava jednadZbi (3.1.5.) -

(3.1.8.) i ima ovaj oblik:

e
C
A \-
0 - ("cﬂ> Tym 0
™ Bt 0 = P o
2
-
a2a afc -

Uvrstimoliz=d
m

u jednadZbe (3.1.5.) do (3.1.8.) dobijemo

veliéine G/c, W/c, 6 i T na m-toj plohi u ovisnosti o konstantama

/ [

/ ¥ /" v . P .
A+ Am s 4, -4, a),”:-wm, w,,:,+w,,',; . U tom slucaju vrijedi:

"

~ . T
um/c

w /e
m

Supstituiramo 1i Pm =k

T
olm

Am t Om
/
Am - &,
/ n
w,m- a)m
! /i
w
m t @Dy
Q =2kr, d
m Am m

(3.1.11.) slijedi da je D_ matrica oblikat

; -
Ton _
(3.1.10.)
0
af’m c’zfm(fm”’) e
(3.1.11.)

(2)

s iz izraza

15



D =
m

= —(0(/m/C>QE:0$ ?m v ("C’”"/C)zsm?m - fm%mw Qm
v (dmt/ ¢ )a"l'd,m sm?m - (ﬂ('m /Cy—%(m cwsh, - ij",m sin Qm
- Sntm (B ) a5t g (G lsinFn O 105G

. 2 . 2 .
""gm Aom, ):nTatm s""’?‘m 5) m%m, Z;n, Tim C"S?m "'f)'mcsz;m ( 2:,’,:4) SinGon,

)

(3.1.12.9)

Y5,

WP c*f,: g Sin Qo

9T, (- )eaSGm

(2)

Dakle, postoje Cetiri jednadZbe (3.1.9.) i Cetiri jednadZbe (3.1.11.)

koje sadrZe Zetiri nepoznaidee: (47, +Ay) ) (Am=4m) ) (W= ), (Wi +W,p).

. . 3 . . . s ”
Eliminiranjem nepoznanice, odnosno matrice konstanti ( A,:n+ A )

itd. dobijamo linearnu vezu izmedju u/c, w/c, & i T na vrhui na

dnu m-tog sredstva i moZemo je izraziti jednadZbomi:

otomh -
e i se | e, ]
u'rm/c i E_4 drmd/c
6177’\. - m m 6""1—4
Cm Tm—1
i J L i

E m je inverzna matrica matrice Em ovog oblika:

)

(3.1.13.)

16



i 2 2. -4 0 N
e - -4 (pm ln) 0 (o
0 ) fimtam O (Omdtm ) | (3.1.142)
(%n‘ 4)/ Im Tpm 0 - (9mc23*’m 'Lp,,n}-d 0
o 1 0 (?mczwrﬂ >_A
- J
1

Elementi produkta D E =a su:
m m m

(am),ﬁ = Tm wSm = (T 1) c0s Gm,

@mdiz= 4 [(Fmt)C 51 B + 1 Yy, 5 O, |
(a"m),b =~ (S)MCQ)—" (005 @m — s Qm)
(a"’"')'m =4 (Pm 02).4 (’lzm Sin?m + T/bm Sim Q,m>
(@m)yy = [Tm TamSin T + (Tm"’) ’Cﬁ'fn MGMJ
(@m) gg = = (t0~1) co5Pm + Fin C0S Qo (3.1.15.)
@m)as= 5 ne " (Tomsin B + z/;,i sin@m.)

@m )y = (@m )3
(a'm) = ,?'m lefm (Tm“'I) (Cost- oS @m)

(afm) 3= WmC" [(Tm‘4)zlzm Sin P + X’;L Tom Sin @y, J
(“'m) 3 < (am)zz

(am) oh= (@m)1a

17



. S
311

(a'm)qq = 1’19”" ¢t [[,,,9{ Tim sinp, + (fm#)z’cﬁ;: Sian]
(tmag= (@m )y

(a. m,)/,g = (am)ﬂ

@mly - (a m)y

e

Da bi rubni uvjeti bili zadovoljeni nuZno je da vrijednosti G/c,

w/c, 6 i?% na vrhu m-tog sloja bu

(m-1)-og sloja. Zamijenimo i (3.

(rm-1)

{ m)

L

& m—1

Tm~4

Yn-s /e
o /c
0m-2

Z'»m—g,

-

du jednake onima na dnu

@)

J/13.) m s m-1, slijedi:

(&)

(3)

Desnu stranu te jednadZbe moZemo uvrstiti u relaciju (3.1.13.),

¢ime se dobiva:

Ponavlanjem ovog iterativnog postupka dobivamo:

~

a,m/c 1
u'fm/c

3]

a a
m m-i

(5)

(3.1.16.)
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-a'n-4/c T
U.'r'nﬂ /C'

Op-t

RS

b sl
Kako za n- vrijedi:

- -
un/c

urn/c

Om

Ve 0

Op-4

| -1

slijedi do je:

_ ) L
Am * by
"
An/ -4p _
/ "
W, - CU%
W, + u);’u

()

(3.1.17.)

(+)

(3.1.18.)
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{Gtﬁ
odnosno, prema (3.1.17.):

Jednad¥ba (3.1.19.) vrijedi oplenito i za prostorne i za povrsin-
ske valove u slojevitom sredstvu. Medjutim, nas zanima slucaj
povrSinskih valova, a to znali da:

a) nema napetosti na slobodnoj povr#ini ($to je uvijek sluéaj)

Oznadimo s J matricni produkt:
J=E'a .a
G ) n n-1 n-2

L al,

jednad?ba (3.1./18.) poprima jednostavniji oblik:
S -

A W /e

m 0/ *

5 _ | ek ; (3.1.20.)
/

Wy, 0

W, 0 )

odnosno:

Y I/ B U, ¢ i
Afn + An 0/ iﬁ
‘ 3.1.19.
by - ) w, e ( )
= E aq.,.._ a s a’4
wh-wy | T A e 2
/ "
| n * On N G 4
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A;T ;}M he I I
}24 }zz }25 ]2‘/

W, I o2 Jm
W, In M2 o Ju

L . L

1]

ili eksplicitno napisana:
AL W

/- =+ el
Ap = ]44 c }42 ¢
/ U W
Ap= Jos 2z 7 J 22 'E!‘
/ ¢ .

Wy = }M :%% + }32f£é
c

w,,fﬁ ?44 %0* + ]42%2

Qo /&

W, fe

(3.1.21.)

(3.1.22.)

Bududi da su 61; . w;l , te Jij funkcije jedino fazne brzine c i

valnog broja k moZemo izjednaditi desne strane prve i druge,

odnosno treée i éetvrte jednadZbe u (3.1.22.), te se dobije:

do9 ~ 40 _ dgp ~ 432

w
o =
W

24

o dyp 7 dy b, T du |

(8)

(3.1.23.)

JednadZba -(3.1.23.) implicitno izraZava vezu izmedju fazne

brzine c i valnog broja k i predstavlja u stvari jednadzbu disperzije

Fazne brzine Rayleighevih valova. Veé i formalno se vidi korist

matri¢nog raduna, jer je jednad¥bu disperzije moguée napisati
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u jednostavnom i saZetom obliku za bilo koji broj slojeva.

L

3.2. Opclenita svojstva rjeSenja

2o
jednadzZbe disperzije
Stavimo da je:
A= an_lan_2 cee 35y gdje je a, matrica i-tog sloja.
A je u tom sludaju kvadratna matrica etvrtog reda i izgleda
ovako:
A11 A12 A13 A14
A A A A
21 22 23 24 (3.2.1.)
A =
A31 A32 A33 A34
L A41 A42 A43 A44 i
- Tada matrica J ima oblik:
-1
J=En A, (3.2.2.)

ili:
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Y (_@_;% )% Ay * 5:,‘44# Aoy -2 (%)97142 + ?47,% Asy

X
¢ 1) B Fln) 1
g T Ay + A
An® tyn, hu * Fndm Y # an T, W LT &

Trn"’ ’444_ "_4 ,434 —————-—rn_4 412 —

2 —— Az
In 'egn e %Iz/b’ll %%n Pne J;L%n
o+ L by + 1 4
- U0 ! % Pnc® “
o 1 2 ]
¢y 1) Clo-41)
Aga* — Ay + Ay
OE tgn 2 i 0 AR te, T il (3.2.24.)
In A In~1 /
Aps - Ass A -
P Gt ! Py, 1
A23 * /2 14//5 A " /
Fne s 24 P,
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Tada je:

P \* /1 *(Fnt)
o -+ (5t g P e P g

PomnoZimo izraz sa (-1, 2%):
oln c*

2
T %(}M' Jo1) = Yon Y, A + (1) Arg = lan Az XSy N

Neka je le - J22 =K,

odnosno:
Z
('ﬁ’“ud‘;‘i) K= T'/\,Tm An + (7‘.;.,'4) A“_ = Yan AM /j’n(’/z + Alfz/fncz .

v

Na sli¢an nadin dobiju se i:

L= 314 = dp4
(.AQ“ vﬁ%ﬁb = U Lam Ay + (Bn-1) Aop ~ Tyn A /fwc2 + Ay /fn02
e
M= 3‘3’2 - }/12

(3.2.3.)

%Im‘_> M = =(Ta1) g + Tnlom Aoa+ A32/Pc” + tan 74‘/2/%

1}

N=ls = dyy
PA
(—*/:,u %%)N -(Z';L"/D AM + m'l/m/}u + Aﬁ/ﬁmcz + % 44,/ /f,ncz
Jednad?ba (3.1.23.) se moZe pisati u formalno jo$ kra¢em obliku:

he  dm-dn S Gya-dn2
G, T Fun-du 431 ~fut

i}

0 K ™

wr L N
o
Veliéine K, L, M, i N sadrZe u sebi elemente matrice A, a to znaci

-

da sadrZe i elemente matrica 2, (j=1,¢.., n) /(3.1.15.)/. Ako

oznacimo realne vrijednosti s R, a imaginarne s I, svaka od
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matrica aj moZe se pisati u obliku:

o~ -

R I R 1

a, = | (3.2.4.)

Sto proizlazi iz toga da se veliline sinP_ , sinQ_,r ,r
— m m’° dm° Sm

koge oviseli o faznoj brzini ¢, mogu biti ili rc_la_alne ili imaginarne,

%
sinP_ realno ili imaginarno u skladu s r
m om

. . -1 .
pojavljuju u kombinacijama r sinP_ i r sinQ_ . Kako je
m m m m

, aisinQ_ je uistom

m
odnosu s r/am’ ova dva produkta su uvijek realna za realne vrijedic
nosti c.
Produkt bilo koje dvije takve matrice je matrica istog oblika, tj.
s realnim i imaginarnim ‘elementima na istim mjestima (to se
mo¥e lako pokazati prema zakonu o mnoZenju matriea). Sve to
prema tome vrijedi i za matricu A koja se dobije mnoZenjem

matrica oblika (3.2.4.). To znadi da su:

A
A

110 Aoz Agpr Agp Tealnts

12? A A32, A41 imaginarni.

21?
Ovi elementi matrice A su jedini interesantni, jer samo oni ulaze
u relacije za K, L, M, N (3.1.26.). Radi ilustracije navedenoga

promotrimo npr. izraz za K:
K= Tnlumdp + (Tp1) Asp - Zdnﬁaz/ywcz + 442/%(12

lako vidimo da je:
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Tn realno,
T imaginarno (promatramo sludaj povrS$inskih valova, € <o(,n,
tj. amplitude iS€ezavaju za velike pozitivne z),

A12 ’ A32 imaginarni,

A22, A42 realni,

te je K réélna veli¢ina. Sli¢no tome, vidimo da je N..-reaiaﬁ,.dok
su L i M imaginarni, pa je omjer ﬁo/\'«ro uvijek imaginaran, S$to
znali da fazna razlika izmedju horizontalne i vertikalne kompo-
nente pomaka na slobodnoj povrsini sloja iznosi 900. Prema tc;me,
na slobodnoj povrsini destice homogenog sredstva pri prolazu

Rayleighevih valowa osciliraju eliptiCki oko poloZaja ravnoteZe.

Fazna razlika moZe biti oba predznaka $to je vidljivo iz:

Yiny2

i.iB = Be

osnl o;o

pa se veé prema tome Cestice slobodne povrSine mogu gibati

direktno ili retrogradno.
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3. Metoda matrice rasprostiranja

3.1 Uvod

Ukoliko se iznad poluprostora nalazi vise od tri sloja, periodsku je jednadzbu nemoguce
eksplicitno napisati, pogotovo za Rayleigheve valove. Zato se upotrebljava matri¢ni postupak
koji je u seizmologiju uveo Thomson 1950. godine. Njegov postupak je korigirao Haskell
1953., pa se metoda naziva Thomson-Haskellovom. Ona je zapravo posebni slucaj opéenitog
postupka koji rabi tzv. matrice rasprostiranja (koji su razvili Gilbert 1 Backus, 1966. godine).
Pomocu tog postupka odreduju se svojstvene vrijednosti vektora pomaka i napetosti. Drugim
rije¢ima, tom se metodom problem rasprostiranja povrSinskih valova (odredivanje jednadzbe
disperzije) svodi na problem odredivanja svojstvenih funkcija povrsinskih valova.

Prakti¢nu primjenu metode matrice rasprostiranja omogucila su racunala, koja su tek
pocetkom 1970-tih godina postala dovoljna brza za takav racun. Jo§ i danas racun svojstvenih
funkcija (rjeSenja jednadzbe gibanja) za realne modele traje vrlo dugo. Taj ¢emo postupak (s
matricama rasprostiranja) upoznati na jednostavnijem slucaju Loveovih valova.

Polazimo od rjeSavanja problema svojstvenih vrijednosti vektora pomaka i napetosti.

Sve ravne valove u slojevitom sredstvu mozemo razmatrati pomocu jednadzbe (a §to ¢emo u

daljnjem dokazati)

df -

I _ A7 (1
dz

gdje je f vektor koji prikazuje ovisnost pomaka i napetosti o dubini, 4 je konstantna matrica
koja ovisi o fizikalnim svojstvima homogenog sredstva i horizontalnoj komponenti vektora
sporosti te frekvenciji @.

Kod ravnog SH vala razmatramo y-komponentu pomaka:

u,=v= v(x,z,t),

a ovisnost o x i £ opisana je faktorom rasprostiranja '~ .

JednadZba gibanja (u slucaju da djeluju jedino sile elasticke deformacije) glasi
pV = Tyz,z + Tyx,x > (2)
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o
yz IleZ’
o
yx ﬂdx'

Slijedi da SH val moZemo razmatrati pomoc¢u komponenti vektora 7 danoga s:

— . v
f(Z)el(kxfa)t) — ,
T,

a ovisnost ]7 o dubini dobije se rjeSavanjem jednadzbe (1) s matricom koeficijenata
0 I I

A :( ., # ] (vidi dolje!).

wk—w'p 0
Promatramo ravne valove u vertikalno heterogenom sredstvu (izotropnom, elasticnom) s
konstantama elasti¢nosti koje su proizvoljne funkcije dubine z:
A=Mz2), pu=u(z), p=p(z).
Neka se ravni povrsinski valovi rasprostiru u smjeru osi x. Za Loveove valove pretpostavimo

rjesenje jednadzbe gibanja oblika

u=0
v=1(k,z,w)e""
w=0

([, je amplituda pomaka).
Komponente napetosti pridruzene gornjem pomaku su:

=0
=0

E £)-pg)e-

T, = (ud—j = ik ul ™"

X

R
Il

Uvrstimo li izraze za pomak 1 komponente napetosti u jednadzbu gibanja (2) dobivamo:
d dl

—p()@* = —{ﬂ(Z)—‘} ~Ku(2), 3)
dz dz

Relacija (3) je jednadzba gibanja za /,(k,z,®) .
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Ta jednadzba gibanja vrijedi u sredstvu bez izvora energije, ili u vrlo velikoj udaljenosti od

njega (valne fronte su dovoljno velike da se mogu smatrati ravnim plohama) i nema volumne

sile. Pomak 1 napetost moraju biti neprekinuti na svakoj plohi diskontinuiteta konstanti

elastinosti, inace bi ti diskontinuiteti pomaka i napetosti djelovali kao seizmicki izvor. U

razmatranom sredstvu grani¢ne plohe su uvijek horizontalne tako da za Loveove valove

komponenta 7 napetosti mora biti neprekinuta.
Neka 7 ima ovaj oblik:

z,. =hL(k,z, w)e' "
. . . . dl
l,(k,z,®) predstavlja amplitudu (komponente) napetosti i jednaka je ,ud—.
z

L pitke=an) _ ilke—on

dl
z.yz :lu(Z)E 2

b= p(a) 5= S

dz  dz  u(z) (32)

Uvrstimo jednadzbu (3a) u jednadzbu gibanja (3).
dl

—p(2)0* =2k u(2)},
dz

odnosno

dl
T =R U@ - p)e’,
tj.

D —[kt20(z) -0 p(2) ]} (3b)
dz

Ove dvije obi¢ne diferencijalne jednadzbe prvog reda (3a) 1 (3b):
a, __bL
dz  p(z)

% [Kue)-op)

mozemo napisati u matriénom obliku

1
im( 0 A(z)]m 4)
dz\L) \Ru@z)-o'pizy 0 J\b
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o
H(2) |5 A dobijemo diferencijalnu

Ako matricu (
K u(z) -’ p(z) 0

/ -
ll] zamijenimo s f , a [

2

jednadzbu za pomak 1 napetost

df (Z) — A /().

Time smo dokazali da jednadzba (1) vrijedi za razmatrani problem. Matrice ne sadrze
prostorne gradijente parametara sredstva, iako su A, # 1 p funkcije dubine.

Rubni uvjeti za povrsinske valove su da pomak trne k nuli za velike dubine, te da nema
napetosti na slobodnoj povrsini (z = 0):

[[—>0zaz—>o,

[,=0zaz=0.

Za danu frekvenciju @ i za navedene rubne uvjete netrivijalno rjeSenje postoji jedino za
k =k, (), kao S§to je ve¢ pokazano za Loveove valove u sloju iznad poluprostora. Ovdje je
k,(w) svojstvena vrijednost, a u,(z) svojstvena funkcija. Fazna brzina Loveovih valova dana
jeizrazom w/k, (®), arjeSenje jednadzbe (4) daje ovisnost odredenog moda o dubini.

Postoji visSe na¢ina na koji se moze rijeSiti problem svojstvenih vrijednosti i svojstvenih
vektora (npr. metoda numericke integracije i metoda matrice rasprostiranja). U daljnjem ¢emo

se osvrnuti na metodu matrice rasprostiranja.
3.2 Metoda matrice rasprostiranja
Tu su metodu u seizmologiju uveli F. Gilbert i G. Backus koji su 1966. godine. predlozili

metodu za rjeSavanje diferencijalne jednadzbe (1). Thomson-Haskellova metoda je posebni

slu¢aj metode matrice rasprostiranja.

ll'

Lwf
ﬁr

Freeman Gilbert George Backus
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Vratimo se diferencijalnoj jednadzbi za vektor pomaka 1 napetosti

df (Z) — A/, 5)

koju sada generaliziramo na matri¢ni oblik, gdje je A kvadratna matrica €iji su elementi

funkcije dubine z, fazne brzine c i frekvencije o.
£(2) je oblikan x 1
A(z) je oblikan x n

(n poprima vrijednost 2 za Loveove valove, a 4 za Rayleigheve valove.)

Sredstvo u kojem se valovi rasprostiru je slojevito s konstantnim parametrima u svakom sloju:

2y Si(zy)
R(z) a, B, py
Zi
£(z) a5 P, z-z,=H,
Zi
F(z,)
z, 1,(z,)

an+1 > ﬂn+l s pn+]

Po definiciji matrica rasprostiranja (engl. propagator-matrix ili matrizant) je niz:
z z ¢
P(z,2) =T+ [ AG)dS, + [ A [ A(G)d,dg, +

gdje je [ jedini¢na matrica reda n, tj. u slu¢aju Loveovih valova n = 2 (n je broj komponenti
pomaka 1 napetosti).

Za bilo koji z, jednadZba (5) ima jedinstveni matrizant od z, koji ¢emo oznaciti s P(z,z,) .
Matrice P(z,z,) 1 P(z,z,) P(z,,z,) su obje rjeSenja jednadzbe (5) i jednake su kada je z=z,.
Zato teorem jedinstvenosti osigurava njihovu jednakost za svaki z. Stoga mozemo uvrstiti P

umjesto /" u diferencijalnu jednadzbu (5):
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dP(z,z,)

2 = A(2)P(z,z,).

Iz definicije matrice P slijedi

P(zy,zy)=1.

Na taj nacin dobivamo najvaznije svojstvo matrice rasprostiranja:

f(2)=P(z.2)f ()

Drugim rijeima, ako poznajemo vektor pomaka i napetosti f(z) na povrsini sredstva
(z=2,), a z,, z, z, oznaCavaju granice slojeva, f(z) na dnu drugog sloja dobivamo
mnoZenjem matrica slojeva iznad tog nivoa s f (z,) . Dakle, P(z,z,)daje vektor gibanja i
napetosti ]7(2) na nekoj dubini z ako su poznate vrijednosti f na povrsini z; .

Drugo znacajno svojstvo matrice P(z,z,)— ulancanost — moze se pokazati na sljedec¢i nacin.
Primijetimo da je

f(2)=P(z,,2)[(z) =

:P(szzl)P(Zlazo)f(ZO)

Stavimo li z, = z; slijedi

I =P(zy,z)P(z,z,),

Sto znaci da je P(z,,z,)inverz matrice P(z,z,). Drugim rije¢ima za bilo koji z, P(z,z,) ima
inverznu matricu.

Nadalje, moramo izracunati matrice slojeva. Kako je slojevito sredstvo takvo da je A unutar
sloja konstantno, definicijski izraz za P postaje mnogo jednostavniji. Tu se ne radi o
ogranicenju, jer sloj moze biti po volji tanak.

Dakle, matrizant ima oblik:
P(Z,ZO) :]+(Z_ZO)A+%(Z_ZO)2AA+,,, — e(z—zo)A

Funkciju matrice raCunamo prema Sylvesterovoj formuli:

. [TAa-240
F(A)=ZF(ﬂk)rf—k[(/1—_M (6)

r#k

(ZaLoveove valoven=2,k=12;r=1zak=2;r=2zak=1)
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James Joseph Sylvester, 1814.—1897.

F(A)je bilo koja funkcija matrice. n je red matrice A. A, (k =1,2,...n) su svojstvene vrijednosti
matrice A 1 odreduju se iz jednadzbe:
|A-41|=0 (7)

Kako je za Loveove valove

1
a-| O H
Ku-o'p 0

jednadzba (7) poprima ovaj oblik:

A-Al|=
|A—A1] Cu-aip -

te dobijemo

2
A=t /k2—%=iv

A =v

A, =—V.

Uvrstimo li ta rjeSenja u Sylvesterovu formulu (6) dobijemo:
i chv(z-z,) shv(z—z)

P(z, ZO) — gFA _ Ny

vushv(z—-z,) chv(z-z,)

Zadatak: Izvedi funkciju e* *’* pomoéu formule (6)!

Prisjetimo se vektora gibanja i napetosti
f(@)=P(z=2)[(z).
Prema toj definiciji matrica P(z—z,) daje ovisnost amplituda pomaka i napetosti ] (z) s

dubinom ako su poznate na vrhu sloja z=2z, (z 1 z, moraju biti u istom sloju!).
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Za slojevito sredstvo, tj. za z, >z >z, |

f(2)= P(z,2)P(z,1,2,5) - P(2,2) [ (2,)

Primijenili smo svojstvo ulancanosti na f i prikazali ga umnoskom matrica slojeva, koji
mozemo napisati kao P(z,z,) . Tada je

[(2)=P(z,2,)[(z),

gdje je

k—1
P(Z, ZO) — e(Z*ZH)Ak H e(Z/*ZH)A/ ) (73.)

=1

= (!
Zamijenimo li [ s (llj dobijemo:

[(2) _ R, B,\(4(0) _ R,-1,(0) g
L)\, 20 )70 ®)

JednadZba (8) daje vertikalni profil pomaka i1 napetosti, odnosno svojstvene funkcije

Loveovih valova za razli¢ite periode. Funkcije /,(z) 1 /,(z) su svojstvene funkcije Loveovog
vala. (Rayleighev val ima Cetiri svojstvene funkcije).

Naz=0:

L(0)=0=P,-(0).

Kako pomak / (0) na slobodnoj povrSini nije ograni¢en ostaje

P,=0 )

Sto je odredbena jednadzba za horizontalni valni broj &, za zadanu frekvenciju o, te je time
omoguceno odredivanje disperzije fazne brzine, jer je ¢, =/ k,.

Valja znati da se metoda matrice rasprostiranja moZze upotrijebiti i za rjeSavanje diferencijalne

jednadzbe (1) ako u njoj postoji doprinos od izvora.

Da bismo nasli rjeSenje jednadZbe (9) za dani ® racun zapocnemo s probnom vrijednos$¢u

valnog broja k. Za poznate vrijednosti od ® 1 k izraCunamo iznos P, mnoZenjem matrica

slojeva (uz upotrebu parametara slojeva). Zatim neznatno promijenimo vrijednost & i gledamo

promjenu P, . SluZe¢i se ekstrapolacijom 1 interpolacijom trazimo nulto¢ku, £, = 0. Jednom

kada nademo svojstvenu vrijednost, svojstvena se funkcija izraCunava pomocu (7a).
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4. Lateralna nehomogenost

4.1. Uvod

Do sada je razmatrano rasprostiranje prostornih i povrSinskih valova u sredstvu u kojem
elasti¢ke konstante variraju jedino po dubini ili s udaljenos¢u od sredista Zemlje.

Pokazalo se da se pomocu takvog klasicnog modela Zemlje s lateralnom homogenos$¢u ne
moze zadovoljavajuée objasniti neka novija seizmoloska opazanja, poput toga da u nekoj
lokalnoj seizmografskoj mrezi amplitude i nastupna vremena teleseizmickih longitudinalnih
valova pokazuju jaku fluktuaciju. Ovo se opazanje objasnjava rasprsenjem elastickih valova.
Ako pogledamo geolosku kartu vidjet ¢emo da je Zemlja jako lateralno nehomogena, pa je
donekle zacuduju¢e da se veéinu opazanja moglo zadovoljavajuée objasniti upotrebom
lateralno homogenih modela. To bi se moglo objasniti pretpostavkom da je vertikalna
nehomogenost izrazenija od horizontalne. Postoji puno nacina postupanja s lateralnom
nehomogenosti. Jedan od nacina je metoda perturbacije, koja se koristi ako se radi o slaboj
nehomogenosti. Druge metode su numericke, poput metode konacnih razlika i metode
konac¢nih elemenata. Inace, nehomogenost ovisi o redu veli¢ine dimenzija (@) nehomogenosti,
valnoj duljini (A) 1 linearnoj dimenziji (L) nehomogenog podrucja. Problem nehomogenosti
postaje to slozeniji §to je linearna dimenzija L nehomogenog podrucja veca u odnosu na
veli¢ine A i a. Sto su omjeri L/a i L/ & veéi to je problem teZe rijesiti deterministi¢ki, te se
okre¢emo statistickom pristupu.

Kako izgleda seizmogram lokalnih potresa? On se grubo gledano sastoji od dva dijela:
primarnih valova i rasprSenih valova. Primarni valovi su longitudinalni (P) i transverzalni (S).

Kada ne bi bilo nehomogenosti oni bi jedini bili na seizmogramu.
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Potres kod Zagreba, zapisan na seizmoloskoj postaji Slunj

(epicentralna udaljenost 97 km, M = 2.7)

RasprsSeni valovi nastaju interakcijom primarnih valova i nehomogenosti u sredstvu. Sredstvo
u kojem postoji lateralna nehomogenost naziva se perturbirano, a bez lateralne nehomogenosti
— neperturbirano sredstvo. Pretpostavimo li da je nehomogenost u promatranom sredstvu
slabo izrazena, rasprSene valove mozemo opisati valnim jednadzbama za neperturbirano

sredstvo uz dodatak ¢lanova koji nastaju medudjelovanjem nehomogenosti i primarnih valova.

4.2. Klasifikacija problema rasprsenja
Rasprsenje klasificiramo prema dva najvaznija bezdimenzijska broja koji kontroliraju njegovu
pojavu: ka i kL.
ka =2mna / \ , predstavlja mjeru glatkoce ili grubosti nehomogenosti umutar valne duljine.
kL =2=nL / A ili drugim rijeCima = 2z puta broj valnih duljina primarnih valova u nehomoge-

nom podru&ju. U seizmologiji vrijednost od kL varira od 1 do 10*.
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I veli¢ina nehomogenosti moze znacajno varirati, od zrna veli¢ine kristala do razdiobe oceana
i kontinenata. Stoga ka u seizmologiji moze poprimiti skoro bilo koju vrijednost. Ipak, valja
znati da se efekti rasprSenja mogu zanemariti kako za vrlo velike tako i za vrlo male
vrijednosti od ka. Da bi to pojasnili posluzit ¢emo se tzv. valnim parametrom D.

D = 4L/ka".

Malena vrijednost od D znaci da je nehomogenost toliko glatka da se podrucje moze smatrati
homogenim dio po dio. Npr. cijelu Zemlju podijelimo na nekoliko podrucja unutar kojih
pretpostavljamo da je struktura kore i plaSta homogena. Tada se npr. opazeno vrijeme
putovanja povrSinskog vala moze interpretirati kao suma vremena putovanja u svakom
podrudju.

U drugu ruku — ako D ima vrlo veliku vrijednost, rasprSenje se moze zanemariti kada je
veli¢ina nehomogenosti mnogo manja od valne duljine. U tom se slucaju sredstvo ponasa
homogeno s nekim prosje¢nim svojstvima.

Problem rasprSenja postaje vrlo slozen kada je 1 < £ < 10. U tom slucaju valovi prevaljuju
veliku udaljenost u sredstvu u kojem je veliCina nehomogenosti usporediva s valnom
duljinom. Tada se javljaju tzv. koda valovi lokalnih potresa — polagano trnjenje gibanja s
frekvencijama u intervalu od priblizno 1-50 Hz i trajanjem 100-1000 oscilacija. Imaju
jednostavno svojstvo da je na odredenoj frekvenciji vremenski pad amplitude oscilacija skoro
neovisan o epicentralnoj udaljenosti, poloZaju stanice i naravi putanje direktnog vala (izmedu
hipocentra i postaje). Takav bi slucaj bilo teSko deterministicki opisati te se stoga sluzimo
statistickim metodama, zasnovanim ili na rasprSenju unatrag od brojnih rasprsivaca (engl.
scatterers) ili na difuzuji rasprSene energije. Difuzijom se objasnjavaju npr. lunarni

seizmogrami.
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Rasprsenje je posebno znacajno u kontinentalnoj kori, jer se ona sastoji od tankih slojeva i
reflektora koji su rezultat evolucije kontinenata. Za kratke valne duljine oni mogu djelovati

kao rasprsivaci ili Huygensovi izvori.

4.3 Postojanje perturbacija u svojstvima sredstva
U daljnjem ¢emo razmatrati $to se dogada kada slojevito sredstvo postane lateralno
nehomogeno. Nehomogenost moze potjecati od promjene u debljini sloja ili od promjene
brzina seizmickih valova i gustoée u svakom sloju. Model koji ¢emo koristiti je 2-D, a
svojstva sredstva 1 valna polja su funkcije od x 1 z (z je dubina) (znaci postoje perturbacije u

sredstvu). Vremensku ovisnost opisuje ¢lan "

. Prema tome relaciju za pomak mozemo
napisati kao

u = f(Z)e[(kx—(ut)
i

Jednadzbe gibanja za u, v, i w su oblika:

ooy = or,, N or_
P o | oz
or or

_ 602\/' — xy + yz
P o | oz

_pa)ZW_ T +az—zz
Ox oz

Pretpostavimo li da je sredstvo izotropno, tada nam relacija za napetost i deformaciju daje

sljedece jednadzbe:
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ou ow
=(A14+2u)—+ 11—
7. =( ”)ax 3

'z
o
v ﬂax
ou ow
= _t
= ﬂ(az ax)
ov
ov
T, =pH—
g oz
ow ou
=(A+2u)—+A—
7, =( ﬂ)az o~

Iz prethodnih osam jednadZbi eliminiramo 7, i 7, i uredimo preostale jednadzbe tako da

derivacije po z budu na lijevoj strani. Preostalih Sest jednadzbi ima sljedeci oblik:

ot o  ,ow 0 ou
—E 4 (A =——((A+2u)—) - 1
. ax( 8z) 8x(( ﬂ)ax) pou (1
ot or

z _ _ Xz 2
Oz ox pow @
L G)
0z A+2u A+2u Ox
ou 1 ow
u_ 1, _ow )
0z U ox
or 0 ov

v __ Y YN 2 5
% ax(ﬂax) POV (5
v 1 (6)
0z u”

gdje su u, v, w komponente pomaka, 7, je tenzor napetosti, A i p su Lameove konstante, a p

je gustoca sredstva. MoZemo uociti da su jednadzbe (1-6) podijeljene u dvije odvojene grupe.

Jednadzbe (1-4) su pridruzene P-SV valu, a (5-6) SH valu.

Sustav jednadzbi (1-4) moze se napisati u obliku:
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0 0, 1 0
p ' 1 i
o|w - 0, 0 0 w
— = A+2u A+2u (7
oz| 7, P P T,
—(0.£)0,-¢0,. — par’ 0 0 - - 0
7, ( xé/) x é/xx P X /1+2/,[ ﬂ«+2,u x [
0 —pw’ -0, 0
gdje su
_Au(A+p)
A+2u
50
ox
82
Za SH val vrijedi:
of(v 0 1 v
oz\z. | H T
=)\ @m0, o, —po* 0 )7
(8)

Pretpostavljamo da je i nehomogenost i valno polje neovisno o y.

Da rezimiramo, napisali smo jednadzbe gibanja za u, v, w , kao i jednadzbe za komponente
napetosti 1 dobili 8 jednadZzbi iz kojih smo eliminirali T4 1 Txy. Te smo jednadZzbe preuredili
tako da derivacije po z budu uvijek na lijevoj strani jednadzbi. Nakon toga napisana su

jednadzbe za komponente pomaka i komponenete napetosti pomocu matrica. Sada ¢emo
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separirati prostornu razdiobu svojstava sredstva na primarni dio (koji ovisi jedino o dubini z) i

perturbaciju koja ovisi 0 x i z.

Tako npr. perturbaciju gusto¢e mozemo napisati kao

Ap(x,z) = p(xaz)_po(z)a

gdje je Ap(x,z) perturbacija gustoce, a indeks 0 odnosi se na primarni dio.

Nadalje

A( ! ] L S
wx2)) uxz) )

Tada jednadzbe (7) i (8) mozemo napisati u sljede¢em obliku:
o - . .
gf (x,2) = 4)(2) f (x,2) + 4 (x,2) f (%, 2),

gdje je f(x, z) vektor koji gibanje i napetosti s komponentama (u,w, T_,T,. )T za slucaj P-SV

vala, 1 (v, T, )T za slucaj SH vala. Veli€ina 4 (z) predstavlja samo vertikalnu nehomogenost,

dok A, (x,z) predstavlja i horizontalnu i vertikalnu nehomogenost.

Drugim rije¢ima, 4,(z) prikazujemo matricom za lateralno homogeno sredstvo 1 za P-SV val

ona je oblika:
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0 0, L 0
Hy
B A, ) 0 0 1
4(2)=| A+2u, Ay + 244,
A
0. —pw 0 0o - 0
4/0 xx pO ﬂo + 2/10 X
0 —p,° =0, 0
Za SH val ima oblik:
1
A4)(2) = Ly
~10.. = p@* 0

Matrica A4,(x,z) sadrzi

oduzimanjem jednadZbe (9) od (7):

0 0 A— 0
)7

_A( / }av 0 o A( 1
A(x,z)= A+2u) A+2u
—(0,A)0, —AD, —Apw® 0 0 -0A A

’ ’ A+2u
0 Apw® 0 0
(11)

Za SH val matrica 4, (x,z) ima oblik:

g

—(0,Au)0, — Ao, — Apw’ 0

A(x,z)=

Vec¢ smo vidjeli da jednadzbe (7) i (8) moZemo napisati u obliku

¢

(1

jﬂ,

A+2u

(1

)

0)

)

2)

efekte lateralne nehomogenosti. Za P-SV val ona se dobije
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-%fWQZ%@UUJHAWJﬁ@J) (13)

gdje je f(x,z) vektor pomaka 1 napetosti, 4,(z) je matricni operator koji se odnosi na
lateralno homogeno sredstvo s gustocom p, , brzinama ¢, (z), 5,(z) 1 neovisan je o x. Utjecaji
lateralne nehomogenosti opisani su matriénim operatorom 4, (x,z) koji se odnosi na mjere

nehomogenosti a,(x,z) .

Kao $to je poznato x-ovisnost valnog polja u lateralno homogenom sredstvu moze se

separirati pomocu faktora e”. Proizvoljno valno polje moZe se konstruirati pomoéu integrala

po horizontalnom valnom broju k. Cak i u slu¢aju lateralne nehomogenosti pojam valnog
broja je koristan. Napi§imo Fourierov transform od f(x, z) 1 A /(x,z) po x (da bismo presli u
domenu valnog broja):

A (k,2) = [ A(x,2)e ™ dx

flk,2)= [ f(x,2)e ™ dx
Tada Fourierov transform jednadzbe (13) glasi:
o = 7 1 T ’ R ’
—f(k,Z)=Ao(Z)f(k,Z)+—IAl(k—k,Z)f(k,Z)dk (14)
oz 2w *,

0.1 0,, ¢eurelaciji za 4,(z) biti zamijenjeni s (ik), odnosno (—k*). RjeSenje jednadzbe (14)

mozemo napisati pomocu matrice propagatora.

Sjetimo se jednadzbe gibanja (i zaboravimo na trenutak, radi lakSeg izvodenja, da je sredstvo

lateralno nehomogeno):
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d - -
— f(2)=A(2)f(2)
dz
u lateralno homogenom sredstvu
d
— f(2)=A(2)f(2)
dz
Rjesenje mora zadovoljavati pocetni uvjet f(z,) = f, . RjeSenje je oblika
f(z2)=P(z,z)) f(z,) (P(z,z,) je matrica propagator).
Uvrstimo li sada rjeSenje u polaznu jednadzbu gibanja, dobijemo:

4PE2) _ yyp(z,z,).
dz

Prema definiciji propagatora znamo da vrijedi svojstvo ulanc¢anosti
P(z,2')P(z',z,) = P(z,z,),
kao i da vrijedi P (z,z,) = P(z,,2).

Upotrebom matrice propagatora, za dane pocetne uvjete za f, mozemo rijesiti nehomogeni niz

jednadzbi:
dj;v(Z) — a(2) f(2) + g(2) (g(z) je npr. ¢lan od izvora),
4

PomnoZimo prethodnu jednadzbus P'(z,z,):

44



df (z)

Pz L ez 4G ()= P 2 @)
Pz )Y ) Pz, 2) ()1 () = Pl ) (2)
P(z,.2) d’;(j) - f(@% - P(z,,2)g(2)

Dalje mozemo pisati
d
Z[P(Zm 2) f(2)] = P(z5,2)g(2).-

Gornju jednadZzbu integriramo po z i primijenimo svojstvo ulanc¢anosti

f(2)=P" (zo,z{ [ P(z2,)g(2)dz'+ f(zo)} (15)

1) =P(z,zo){jP(zo,z'>g<z')dz'+f(zo)}

[P(Z,ZO)P(ZO,Z')=P(Z,Z')]

Rjesenje jednadzbe (14) moze se napisati pomocu P(z,z ), a prema analogiji s (15):
flk,2)=P(z,2,) f(k,z,) + 2i j P(z, z')dz'j A k=K', 2) f(k',2")dk'. (16)
7 —o0

Ocigledno, rjeSenje daje korektan pocetni uvjet za z =z, .

RjesSenje (16) sastoji se od dva dijela. Prvi se odnosi na lateralno homogeno sredstvo, a drugi

dio predstavlja doprinos lateralne nehomogenosti. Tj. integral

L T Ak—K,2)f (K, 2)dk" | (17)
2 ©,
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predstavlja doprinos elemenata nehomogenosti (to su sve mali izvori) u jedini¢nom intervalu

dubina. Veli¢ina k" predstavlja valne brojeve ulaznog valnog polja.

Razlikujemo dva slucaja.

1. slucaj

;ll(k,z) je sli¢no ¢ funkeiji (znaci jako lokalizirana oko k = 0), tj. ;11 (k—k',z) #0 jedino za
k ~ k', tada ¢e konverzija medu valnim brojevima biti zanemariva, tj. integral postoji jedino
za k ~ k'. Kako je ;1] (k,z) sli¢no ¢ funkciji, inverzni Fourierov transform biti ¢e priblizno
konstantan, te je Zl(x, z) sporo promjenljiva funkcija od x. U tom slu¢aju ulazno valno polje

izlazi 1z sredstva prakticki bez konverzije valnih brojeva i nema rasprSenja unatrag. To ne
znaci da uop¢e nema rasprsenja, nego da ¢e sve nehomogenosti (izvori) generirati rasprSeno

valno polje koncentrirano u smjeru ulaznog vala, ali samo za valove s k = k'.

2. slucaj

Pogledajmo sada $to se dogada kada se ;11 (x,z) brzo mijenja.

Razdiobu nehomogenih elemenata na plohi z = z, (=konst.) moZe se predociti varijacijom npr.
indeksa loma i prikazati kao neravnu povrSinu s visinama ,,valova“ A(x,y,z=z,) s
prostornim spektrom 4,(k ,k ,z=z,). Ako A4 (x,z) brzo varira, dakle nehomogenosti su

relativno male, tada ¢e spektar A4 (k,z) biti Sirok, a ne koncentriran oko k= 0.
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Znaci, ako je k izmedu (-Ak) i +(Ak), integral (17)#0. Sada je moguce da k i k' budu
razlicitih predznaka 1 tih je mogucénosti to vise §to je spektar Siri. £ < 0 znaci rasprostiranje

vala u negativnom smjeru osi x, dakle radi se o valovima rasprSenima unatrag.

Dakle, nehomogenosti koje su male u odnosu na valnu duljinu uzrokuju jako rasprSenje
unatrag. Kod nehomogenih elemenata velikih dimenzija bit ¢e dominantno rasprSenje prema

naprijed, bez konverzije valnog broja.

Jasno je da ¢e male nehomogenosti uzrokovati rasprSenje 1 u svim ostalim smjerovima, §to je

vidljivo ako se razmotre valni brojevi u vektorskoj notaciji, dakle po komponentama.

Integralna jednadZba (16) moze se rijeSiti iterativnim postupkom ako je ;11 u odredenom
smislu dovoljno manji od ;lo da bi se osigurala konvergencija iterativnog procesa. Prvo
postavimo da je ;11 =0 1 odredimo rjeSenje nultog reda rjeSavanjem problema za lateralno

homogeno neporemeceno sredstvo. To rjeSenje konvoluiramo s 4, (k,z) 1 stavimo u zadnji

¢lan jednadzbe (16). RjeSrenje prvog reda dobijemo mnoZenjem matrice propagatora i

integriranjem po dubini. Postupak se ponavlja dok rjeSenje ne iskonvergira. RjeSenja 1. reda
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mogu se eksplicitno dobiti jedino za P-SV val u modelu u kojem je neporemeceno sredstvo
homogeni poluprostor, dok za SH val neporemeceno sredstvo mora biti najmanje jedan sloj

iznad poluprostora.
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4.4 Utjecaj nepravilnih granicnih struktura

Kada se diskontinuiteti u svojstvima sredstva javljaju jedino duz horizontalne grani¢ne plohe

vektor pomaka i napetosti f(u, VoW, T _,T

X

7_) kontinuiran je pri prolazu kroz tu plohu.

Promotrimo §to se zbiva kada grani¢na ploha nije ravna ve¢ nepravilnog oblika. I ovdje ¢emo
pretpostaviti da niti valno polje niti svojstva sredstva ne ovise o y. Dubinu nepravilne granic¢ne
plohe izrazimo kao z = A(x) 1 neka fluktuira (koleba se) oko z = 0 1 odvaja dva homogena

sredstva sa svojstvima p,, A, 14, 1 p,, Ay, i, .

| //////
¢L/W//>
7+ ////x

Slika 1

Sada uvjet o kontinuiranom pomaku (kinematicki rubni uvjet) mora biti postavljen na z = h(x),
jer je to granica izmedu dva sredstva.
Isto je i s dinami¢kim rubnim uvjetom. S 7 ozna¢imo jedini¢nu normalu na grani¢nu plohu

(kao na slici 1). Komponente te normale su n 1 n . U tom sluaju razmatramo ove

komponente napetosti:

Tnx = TXX”X + TZXnZ
T"IZ = TXZnX + TZZnZ

Tny = Txyl’lx + szl’lz

1 one moraju biti neprekinute na plohi z = A(x). UoCimo da treba odrediti n_1 n_. Posluzit

¢emo se slikom 2. Sa slike je vidljivo da je nagib plohe odreden kutem o, a njega moZemo

odrediti pomocu dx i dh.

Prema definiciji normale na plohu:
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i=n_-i+n -k
nX:sina-|ﬁ|

n, = cosa.|ﬁ|

Dva zelena trokuta (slika 2) sukladna su, te je po analogiji dh iz desnog trokuta na mjestu »_,

a dx 1z desnog tokuta na mjestu n_ .

V2
Slika 2
Tada je
dx

n,=—fF——

{(dx)* +(dh)’

2dx
dh

n, =-—

T J(dx) +(dh)

Gornje izraze mozemo napisati i kao:

1
n,=———
1+(dhj
dx
dlz
n o=- dx

Uvedemo supstituciju 2'=dh/dx . Onda je
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1
n =

ey

-h'
n =

SN

(Negativni predznak je zbog usmjerenosti n_u negativnom smjeru x-o0si.)

Izrazi za komponente napetosti su oblika:

ou ow
rﬂ=(/1+2y)—x+/1§
oy
xy—ﬂg
yn
= oz Ox
T z,uﬁ
” oz
o= (224 201,
oz ox

Rubni uvjeti koji se odnose na plohu z = A(x) su:

u =u,
W =W,
Tnx1 = Tnx2
T, =T

nz; nz,*

Komponentu napetosti 7, mozemo napisati kao

TM{(,qu)ﬁmgw] AN P
| ox oxz | | \J1+(h")?
[
T n

X

Odnosno, moZemo je napisati u obliku:

1

o

n

z

( F(mz)%zwﬁﬂ .

T
A+2u  Sx 7 A+2u T

Ah'
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Zadatak: lzvesti izraz za komponentu napetosti 7, .

7, ostaje u istom opcenitom obliku:

T}’IZ = T)CZ _h +TZZ 1
J1+(h'y J1+(h')
nx nZ

Odnosno:

V 1 + (h ')ZT}’IZ = _h 'T.XZ + TZZ

Prema tome, rubne uvjete mozemo napisati kao:

za P-SV valove

u 1 0 O 0 ;
v 0 1 O 0 y
=| —4uh'(1 —-Ah' 1
/1+(h ')22',” Max 0 1 T ey
) A+2u A+2u
\[14—(}1')21'”2 0 0 —h4' 1 7.

0
djeje 0, =—.
gdjeje o, ox
Za SH valove rubni uvjeti su oblika:

v B 1 0y v 5
JI+(h)e, _(—,uh'éx 1] 7, 2)

Jednadzbe (1) 1 (2) napiSemo u vektorskom obliku:
g=07.
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a O mozemo napisati kao

O=I+h'Q,.
Za P-SV val:
0 0 0 0
0 0 0 0
A+2u A+2u
0 0 -1 0
Za SH val:
Q— 0 0
b —uo. 0

Upotrijebimo li gornje indekse (1) i (2) da oznaCimo sredstva, rubni uvjet moze se izraziti

kao:

(7=1'0") F® e, h(x) = (T +1' Q™) F (x, h(x)) (3)

( f je vektor pomaka i napetosti.)

Pretpostavimo li da je fluktuacija (kolebanje) grani¢ne plohe malena, onda f(x,%(x))

mozemo aproksimirati Taylorovim redom:

f(x,h(x)) = f(x,0) ~ (Zﬂ h(x)= 4,(0) f(x,0)h(x)

z=0

Tada iz jednadzbe (3) izostavljanjem ¢lanova viseg reda od /4 1 /4', dobivamo:

(T+r' 0" +hd) F(x,00= (T +h' O +h4,>) ¥ (x,0) (4)
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Znamo da je u slu¢aju horizontalne grani¢ne plohe f (vektor gibanja i napetosti) kontinuiran
na plohi z = 0, tj. fV(x,0)=f?(x,0) . Medutim, ovdje razmatrana grani¢na ploha

nepravilnog je oblika $to znaci da je f‘ diskontinuiran na z = 0. Diskontinuiranost je dana s:
SO0 - 7V0x,0) =10 +hd,®) FO(x,00~(h' Q" +hd)" ) f (x,0) (5)

Diskontinuitet vektora napetosti i gibanja djeluje kao seizmicki izvor. Kada je
diskontinuiranost od 7 dovoljno manja od samog f, onda mozemo zamijeniti /i /® na

desnoj strani jednadzbe (5)s £ ~ £ ~ £@ . Tada (5) mozemo napisati u obliku

FO@0 =70 =[F@(Q -0 ) +hx)(4% - 4") |/ (x.0) (6)

Primijenimo Fourierov transform na gornju jednadzbu te prijedemo s produkta u x-prostoru u

konvoluciju u k-domeni, te dobivamo

[P0~V (x,0)= 2l j h(k =KLy, (kK [ (kdk" (7)
T —0

gdje je za P-SV valove
1 1

0 0 _— 0
H,  H
_,( Ao A j 0 0 Lo 1
L, = A+2u,  A+2p A+2p,  A+2p
A A :
—(p, —p, )& + (&, —&)kk! 0 0 — 2z ik
(pz pl) (¢,—-¢) [/124_2#2 ﬂvl+2ﬂ1J
0 _(pz_pl)a)z 0 0
C=4u(A+u)/(A+2u),

h'=dh/dx

Za SH valove L,, je oblika:
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Sli¢no rjeSenju za problem perturbacije u svojstvima materijala i1 rjeSenje problema
nepravilnog oblika grani¢ne plohe prikazuje se konvolucijom primarnog valnog polja s
oblikom grani¢ne plohe u k-prostoru. Ako A(x) sporo varira, a h(k) je koncentriran u k£ = 0,
onda rasprSeni valovi imaju isti valni broj kao upadni valovi (primarni). Ako se A(x) naglo
(oStro) mijenja, prostorni spektar A(k) ¢e bit ,,Sirok®, pa dolazi do medudjelovanja valnih
brojeva ukljucivsi rasprSenje unatrag.

Prethodnim razmatranjima utjecaja lateralnih nehomogenosti na rasprostiranje valova utrli

smo put proucavanju koda valova, §to ¢e biti predmet izucavanja u kolegiju Seizmologija I'V.
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